Opracowanie: Krzysztof Wtodarczyk

Zadanie 13 c) ,Zbiér zadan z analizy matematycznej” J6zef Banas Stanistaw Wedrychowicz, strona 139:
Obliczy¢ pole figury ograniczonej nastepujaca linig zamknieta:

(y—arcsinx)’ = x—x?
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze prawa strona tego réwnania musi by¢ nieujemna, skad xe[0,1]. Powyzsze rGwnanie mozemy
przeksztatci¢ do dwdéch nastepujacych:

yi=VX—X* +arcsinxXoraz Y. =—/X— X +arcsinx.

Zastandéwmy sie teraz, gdzie te dwa wykresy funkcji sie przetng. Rozwigzujgc réwnanie y1=y, wychodzi, ze tylko
w dwoch punktach: 0i 1. Wynika stad, iz w zadanym przedziale jedna z funkcji jest wieksza od drugiej. Powstaje
uzasadnione pytanie ktoéra. Poniewaz z definicji mamy, ze f>=g na przedziale [a,b]< Vxc[a b f(X)>=0(X), wiec dla
dowolnego x (np. réwnego ¥2) tym bardziej. Z tego, ze y1(1/2)>y.(1/2) wnioskujemy, ze y1>y,. Mamy juz wszystko,
co jest nam potrzebne do zastosowania poznanego na wykladzie z analizy matematycznej wzoru:

D — obszar ograniczony krzywymi:

y= f(X)’ y:g(X), X=a, X=Db,
przy tym: YV g(x) < f(x),

xe[a,b]

pole obszaru D jest réwne: |D| = I[f (X) — g(x) ix..
[ab]
W naszym przypadku pole obszaru D jest rowne:

I (y:—y2)dx =2 I\/ X — X% dX Funkcja podcatkowa na przedziale ]0,1[ jest ciagta, wiec mozemy
(0.4 (0.4
zastosowacé twierdzenie Newtona-Leibniza i zapisaé:

1
2 |WXx— X2 dx Sprobujmy teraz obliczy¢ te catke stosujgc metode wspotczynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a:

0
2 2 dx
J‘ X—X2dx = (ax+ b) X=X+ A4 J-ﬁ Rozniczkujac obustronnie i mnozac przez
X=X

2V X — X? otrzymujemy: 2X — 2X° = 2aX — 2ax® + ax — 2ax> + b— 2bx + 21 z poréwnania
wspotczynnikéw przy odpowiednich potegach wyliczamy: a = %,b = —% A= % Pozostaje do obliczenia catka
J‘i Wykonujac podstawienie lu=x-1 przeksztatcamy jg do postaci J-& ktora jest catkg
VX—x ? ? V1-u?

elementarng z arcsinu.
Uwzgledniajgc powyzsze rozwazania ostatecznie otrzymujemy:

1
2 (% —%)»\/ X— X2 -I—% arCS n(2X—1) co po przeliczeniu daje wynik: 7 .
0



