Przygotowat: Piotr Wyczesany

Zad. 4). Udowodnié, ze:
a). V 2xarctg(x) > In(1+ xz)
xe R

Zatem:
Vv 2xarctg(x)—In(L+ x2) >0
xeR

Oznaczmy wyrazenie 2xarctg(x) —In(1+ x2) jako f(x).

Jezeli inf f(X)>20= V f(x)>0
xeR xeR

inf f(X) to najmniejsza wartos¢ sposrod { frin (X); lim f(x); lim f(x)}
xeR X—>* X—Xg'~

Zajmijmy si¢ minimum funkcji.

f'(x) =2x 5+ 2arctg(x) — 2x 1 5= 2arctg(x)
1+x 1+x

f'(X) =0 < 2arctg(x) =0

Cayli :

x=0

f(X) 4;xe]-oo;0
£(0)=0
f(x) T; x€]0;409[

Wiec:
f(0)= fmin (0)=0

Analizujac przebieg pochodnej, mozna zauwazy¢, iz f(X) jest malejaca w przedziale ] —«<;0[
zas rosnaca w przedziale ]0;—odf .
Whiosek: inf f(x)= fpin f(X)=0

XeR
Czyli
inf f(x)20=> V f(x)20
XxeR XxeR

A jest to rbwnowazne stwierdzeniu:
vV 2xarctg(x) > In(1+ x2) , co konczy dowdd.
xe R
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b). VWV sin(x)+tg(x) = 2x
xe]O;%[

Zatem
¥  sin(x)+tg(x)—-2x =0
XE]O;%[

Jak w poprzednim przyktadzie zastosujmy oznaczenie sin(x) + tg(x) — 2x jako f(x).

Jezeli inf f(X)20= f(x)>0
T
XE]O;E[

Rozpocznijmy od granic w koncach przedziatu okreslonosci (nie posiada ona punktow
nieciagtosci):

lim f(x)= lim [sin(x)+tg(x)—2x]=0
x—07F x—07F

Iim_f(x) = Iim_[sin(x)+tg(x)—2x] = oo

z z
D X—
2 2

Przejdzmy do badania pochodne;.
o cos3(x) —2cos? (x)+1

f'(x) = cos(x) + 5
cos“ (X) cos“ (X)

cos3(x) - Zcosz(x) +1

f'(x)=0 & 0

cos? (x)

coss(x) —2cos? (X)+1=0

Podstawiajac:

cos(x) =t ; gdzie te]0
Otrzymujemy:

1) t3-2t°+1=0
Korzystajac z tabelki Hornera:

1/|-2/0 |1
1 |1 |-1/-1|0
A wigc:

t-Dt%>-t-1)=0

Rozwiazmy réwnanie kwadratowe t>—t-1=0
A=1+4=5

VA =15
_1-45
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Rozwiazaniami rownania (1) sa liczby:

~-0.618 t=—""~1618
\ \Y 2
te]0A

t 101 te]0
= Brak minimow lokalnych.

= Brak rozwiazan =

Wiec:

inf f(x)= lim f(x)=0
Xe]O;%[ x—0"
Zatem:

inf - f(x)20=> V f(x)=0
xelo, 7| xelo. 7

A jest to rbwnowazne stwierdzeniu:
V sin(x) +tg(x) = 2x, co nalezato dowiesé.
xe]O;%[



