Matematyka Dyskretna
Zestaw 2.

1. Udowodni¢ nastepujaca nieréwnosé:

TR T R
p(n): Yxy-x9-- - xy < - o dlazq,x9,..., 2, = 0.

T1+22++Tn—1
n—1
udowodnij, ze z tego zZe prawdziwe jest p(n) wynika, ze prawdziwe jest p(n — 1) i w koricu pokaz, ze z

p(n) i p(2) wynika p(2n).

Wskazowka: Najpierw udowodnij, ze p(2) jest prawdziwe. Nastepnie przyjmujac, T, =

2. W kazdym z nastepujacych przypadkéw podaj jawny wzér na s, i udowodnij indukcyjnie jego
poprawnosc:

(a) so = s1 =3, oraz 8, = Sp—1 + 25,2 dlan > 2;

(b)
(c) so =3, s1 =6, oraz s, = sp—1 + 25,2 dlan > 2;
)

(

3. W kazdym z nastepujacych przypadkéw podaj jawny wzoér na s, i udowodnij indukcyjnie jego

sop=1, s1 = —3, oraz s, = 68,1 — 98,9 dla n > 2;

sop=1, s1 =2, 0raz 8, = Sp_1 + Sp_o dlan > 2.

poprawnosc:
(a) so = 2, oraz s, = 58,1 dlan > 1;
(b) so =¢, s1 =d, oraz s, = 5sp—1 — 6sp—o dlan > 2;
(c) so =1, s1 =2, oraz s, = 3s,—o dlan > 2;
(d) sop =1, s1 =2, oraz s, = —28,—1 + 3sp—2 dlan > 2.

4. W kazdym z nastepujacych przypadkéow podaj jawny wzér na son i udowodnij indukcyjnie jego
poprawnosc:
(a) s1 =1, son, =25, +3; (b) s1 =0, 25, = 25, + 5n;
(c) s1 =1, 89y, =25, —7; (d) s1 =0, sgp, =25, +5—Tn.

5. Dla kazdego z ciagdéw zdefiniowanych rekurencyjnie wyznacz pie¢ pierwszych wyrazoéow i udowod-
nij podang nieréwnosé:

(a) ap =1, a1 =2, ag = 3 oraz a, = ap_o + 2a,—3 dlan > 3; a, > (%)” dla wszystkich n > 1;

(b) ag =a1 =az =1 oraz a, = ap_1 + an_2 +a,_3 dlan > 3; a, < 2" ! dla wszystkich n > 1;

(c)ag =1, a; =3, ay = 5 oraz a, = 3a,_2 + 2a,_3 dlan > 3; 2" < a, < 2""! dla wszystkich
n > 1.

6. Niech M =[1}]1M™ = {‘cl: Zﬂ. Wyznacz jawne wzory na ay, by, ¢, i d,.
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7. Podaé¢ jawny wzor na a,, jezeli ap = o, a1 = (8 oraz a, = Zai"; dla n > 2. Jakie warunki
n—

musza spetniaé a1 3, jezeli ten ciag jest nieskoriczony?

8. Niech J(1) =1, adlan > 1 niech J(2n) =2J(n) — 1, J(2n+ 1) = 2J(n) + 1. Oblicz J(100).
Dla jakich n zachodzi réwnos¢ J(n) = 17

9. Niech Fp =0, Fy =1idlan > 2 F, = F,_1 + F,,—2. Udowodni¢ nastepujaca réwnos¢ odkryta
przez wloskiego astronoma Jean-Dominique Cassiniego w 1680 roku: F, 1F, 1 — F? = (=1)", dla
dowolnej liczby naturalnej n.

10. Oblicz wyznacznik macierzy n x n:

1 -10 0 ..00 O
11 -10..00 O
01 1 -1..000
00 0 0 ..11-1
00 0 0 ..011



