Matematyka Dyskretna
Zestaw 3.

1. Na ile sposobdéw prostokat o wymiarach 2 x n mozna pokryé w catosci n prostokatami o wymia-
rach 2 x 17 Niech T,, oznacza liczbe tych sposobéw. Korzystajac z metody funkcji tworzacych znajdz

jawny wzor na 7T,,.

2. Na ile sposobow mozna wydaé¢ 50 groszy uzywajac do tego monet o nominatach (w gr.)
1,2,5,10, 20,507

3. Ciag rekurencyjny okreslamy wzorami: ag = a1 = 1, ap, = ap—1 + 2ap—2 + (—=1)", dlan > 2.
Stosujac technike funkcji tworzacych znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu.

4. Niech H,, = % + % +---4+ L n>1, (liczbe H, nazywamy n-ta liczba harmoniczna). Ile wynosi

0
oo
H
> 100

n=0

5. Niech {f,}n>0 bedzie ciagiem okreslonym wzorami: fo = fi =1, fr, =2fpn—1+ fn2+---+ fo
dla n > 2. Znajdz zwarta postaé¢ funkeji tworzacej ciagu { fn }n>07 Jaki zwiazek ma ten ciag z ciagiem

Fibonacciego? Podaj jawna posta¢ n-tego wyrazu ciggu.

6. Podaj jawna postac¢ n-tego wyrazu ciagu {gn}n>0 okreslonego rekurencyjnie wzorami: go = 1,
9n = 9n-1+2Gn—2+3gn—3+ - +ngo dlan > 0.

n—1
7. Oblicz sume m korzystajac z techniki funkcji tworzacych.
k=1

8. Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n niech ¢, oznacza ilo§é ciagéw zlozonych z n liczb
wybranych ze zbioru {0, 1,2}, nie zawierajacych dwoch nastepujacych po sobie jedynek i dwoch
nastepujacych po sobie dwojek. Tak wiec na przyktad c3 = 17.

(i) Pokazaé, ze ¢, spelnia zaleznosé¢ rekurencyjna

co=1, c1=3, ¢n=2cn-1+cn-2 (n>=2).
(ii) Rozwiazaé te zaleznos¢ rekurencyjna stosujac technike funkeji tworzacych.
9. Niech k£ i n beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan réwnania
Y2+ typ=mn,

gdzie kazde y; jest nieujemna liczbg catkowita. Pokazaé, ze liczba ta jest réwna wspotczynnikowi przy
" w (1 —x2)7k

10. Dla kazdej liczby naturalnej n wyznaczy¢ liczbe wszystkich ciagow (a1, a, ..., az,) takich, ze
ap+ag+---+aym =0
oraz dla kazdego i (1 < i < 2n), a; € {1,—1} i wszystkie sumy czesciowe
ai, ar +az, ..., a1 +az+---+ay,
sa nieujemne.
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