Matematyka Dyskretna
Zestaw 5.

1. (a) Udowodni¢, ze jesli w trojkacie rownobocznym o boku dlugosci 4 jednostek umiescimy 17
punktéw, to odlegtosé dwoch sposrod nich nie przekracza 1 jednostki.

(b) W szescianie S, ktorego krawedZ ma dlugosé 7 wybrano 342 punkty. Czy mozna znalezé taki
szescian o boku 1 zawarty w szeScianie S, ktory nie zawiera zadnego z tych 342 punktow?

(¢) Udowodni¢, ze wérod dowolnie wybranych dwudziestu jeden punktow lezacych w kwadracie o
1
7.
(d) Udowodni¢, ze wsrod szesciu punktéw umieszczonych w prostokacie o wymiarach 3 x 4 zawsze

boku 1 istnieja 3, ktore leza w pewnym kole o promieniu

mozna znalezé dwa, ktorych odleglosé nie przekracza /5.

2. Danych jest dziesie¢ odcinkow, ktérych diugodci sa wieksze od 1 cm i mniejsze od 55 cm.
Udowodni¢, ze wsrdd nich istnieja trzy odcinki, z ktérych mozna zbudowaé tréjkat.

3. Niech S bedzie zbiorem 25 punktéw, takim, ze w kazdym 3-elementowym podzbiorze istnieja
dwa punkty, ktoérych odlegtosé nie przekracza 1. Udowodnié, ze istnieje 13-elementowy podzbiér zbioru
S, ktory mozna przykryé kotem o promieniu 1.

4. W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodnikéw. Kazdy z kazdym rozgrywa jedna par-
tie. Rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach. Udowodni¢, ze pewna trojka zawodnikéw rozegra
wszystkie partie miedzy soba w jednym miescie.

5. Czy mozna znalezé¢ taka potege liczby 3, ktora konczytaby sie cyframi 0001 (w zapisie dziesiet-
nym)?

6. (a) Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych (w ukladzie dziesietnym), ktorych co najmniej jedna
z cyfr réwna sie 3 lub 7 lub 97

(b) Ile liczb trzycyfrowych (w uktadzie dziesictnym) ma co najmniej jedna z cyfr rowna 3 i co
najmniej jedng z cyfr réwna 77

7. Wyznaczy¢ liczbe wszystkich liczb naturalnych n, 1 < n < 2.000, ktore:
(a) nie sg podzielne przez zadna z liczb 2,3, 5;

(b) nie sa podzielne przez zadna z liczb 2,3,5,7;

(c) nie sa podzielne przez zadna z liczb 2,3, 5 ale sa podzielne przez 7.

8. Wyznaczy¢ liczbe wszystkich catkowitych nieujemnych rozwiazan réwnania x1+xo+x3+1x4 = 21,
dla ktoérych:
(a) 0<z;dlal<i<4; (b)0<z;<8dlal<i<4;
() b<z;<10dlal1<i<4; (d)0<z1<5 0<29<6,3<x3<7, 3<z4<8.

9. Funkcja Eulera nazywamy funkcje ¢ : N — N okreslona wzorem
p(n)={me (N):1<m<n—1, NWD(m,n) =1},

innymi stowy ¢(n) — to ilo§¢ liczb naturalnych mniejszych od n, ktore sa z n wzglednie pierwsze, np.

©(2) =1,0(3) = p(4) = 9(6) = 2,9(5) = ¢(8) = ¢(10) = ©(12) = 4. Obliczy¢:
(a) p(n) dla n € {51,420,12.300};
(b) p(2™) oraz p(2™p) gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza.

10. Jakich funkcji jest wiecej, czy ze zbioru 5-elementowego na 3-elementowy, czy tez ze zbioru
6-elementowego na 2-elementowy?
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