
Matematyka dyskretna
dla informatyków

Marek Kwas
WSIiZ

marek@unix.wsiz.rzeszow.pl
www.wsiz.rzeszow.pl/mkwas/pl

13 stycznia 2006

MD '05, wykªad 7



Plan na dzi±

• Podstawowe poj¦cia teorii grafów:
¦ grafy i grafy skierowane,
¦ drogi i cykle w grafach,
¦ relacje: s¡siedztwa i osi¡galno±ci,
¦ grafy peªne i dwudzielne.

• Izomor�zm grafów.
• Reprezentacje grafu:
¦ listy s¡siedztwa,
¦ macierz s¡siedztwa.

• Przeszukiwanie grafów: wszerz i w gª¡b.
• Cykle Eulera i Hamiltona.
• Drzewa spinaj¡ce i minimalne drzewa spinaj¡ce.
• Grafy planarne.
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Grafy skierowane i nieskierowane
de�nicje na potrzeby wykªadu

• Graf skierowany (digraf) skªada si¦ z

¦ zbioru wierzchoªków V ,
¦ zbioru kraw¦dzi E ⊆ {(u, v) : u, v ∈ V }.

• Graf nieskierowany skªada si¦ z

¦ zbioru wierzchoªków V ,
¦ zbioru kraw¦dzi E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V }.
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Grafy skierowane i nieskierowane
de�nicje ogólne

• Graf skierowany (digraf) G skªada si¦ z dwóch zbiorów:
¦ niepustego zbioru V wierzchoªków grafu,
¦ zbioru E kraw¦dzi grafu
oraz funkcji γ : E → V × V .

• Dla kraw¦dzi e ∈ E, dla której γ(e) = (p, q), wierzchoªek p na-
zywamy pocz¡tkiem kraw¦dzi e a wierzchoªek q ko«cem
kraw¦dzi e. Mówimy wtedy, »e e biegnie od p do q.

• Dla grafu nieskierowanego okre±lamy γ : E → {{u, v} :
u, v ∈ V }, elementy γ(e) nazywamy wierzchoªkami e. Je»eli γ(e) =
{v}, to e nazywamy p¦tl¡.
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Drogi i cykle

• Drog¡ nazywamy ci¡g kraw¦dzi, które ª¡cz¡ si¦ ze sob¡.

• Dªugo±¢ drogi to liczba kraw¦dzi w tej drodze.

• Ka»da droga wyznacza ci¡g wierzchoªków, przez który przechodzi.

• Je»eli pierwszy wierzchoªek drogi jest jednocze±nie jej ostatnim wierz-
choªkiem, to drog¦ nazywamy zamkni¦t¡.

• Drog¦ nazywamy prost¡ je±li wszystkie jej kraw¦dzie s¡ ró»ne.

• Zamkni¦t¡ drog¦ prost¡, której ci¡g wierzchoªków to v1v2 . . . vnv1

nazywamy cyklem je±li wierzchoªki v1v2 . . . vn s¡ ró»ne.
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Grafy acykliczne i drogi acykliczne,
grafy spójne

• Graf nazywamy acyklicznym je»eli nie zawiera cykli.

• Drog¦ nazywamy acykliczn¡ je±li �podgraf� skªadaj¡cy si¦ z wierz-
choªków i kraw¦dzi tej drogi jest acykliczny.

• Graf nieskierowany jest spójny je»eli ka»da para ró»nych wierzchoª-
ków jest poª¡czona drog¡ w tym gra�e.
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Relacje s¡siedztwa i osi¡galno±ci

• Relacja s¡siedztwa jest okre±lona w zbiorze V wierzchoªków
grafu. u jest w relacji z v wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje kraw¦d¹
ª¡cz¡ca u z v.

• Relacja osi¡galno±ci jest okre±lona w zbiorze V wierzchoªków
grafu. u jest w relacji z v wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga
dªugo±ci co najmniej 1 pocz¡tku w u i ko«cu w v.
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Proste twierdzenia

Uwaga: od tego momentu zajmujemy si¦ grafami nieskierowanymi.

Twierdzenie 1: Je»eli u i v s¡ ró»nymi wierzchoªkami grafu G i je±li
istnieje w G droga z u do v, to istnieje prosta droga acykliczna z u

do v. Okazuje si¦ »e jest ni¡ droga najkrótsza.

Twierdzenie 2: Je±li u i v s¡ ró»nymi wierzchoªkami grafu acyklicz-
nego G to istnieje co najwy»ej jedna droga prosta prowadz¡ca z u

do v.
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Izomor�zm grafów

• Jak scharakteryzowa¢ grafy maj¡ce identyczn¡ struktur¦?

• Zaªó»my, »e dwa grafy G i H nie maj¡ kraw¦dzi wielokrotnych.

• Dwa grafy G i H nazywamy izomor�cznymi je»eli istnieje takie
wzajemnie jednoznaczne przeksztaªcenie α : V (G) → V (H), »e
{u, v} jest kraw¦dzi¡ w G wtedy i tylko wtedy, gdy {α(u), α(v)}
jest kraw¦dzi¡ w H . Zapisujemy to krótko G ' H .

• Jak¡ relacj¡ jest �bycie izomor�cznymi�?
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Niezmienniki izomor�zmu

• Liczba wierzchoªków.

• Liczba kraw¦dzi.

• Ci¡g liczb wierzchoªków kolejnych stopni.

Stopie« wierzchoªka to liczba kraw¦dzi wychodz¡cych z tego
wierzchoªka, z tym, »e p¦tle liczymy podwójnie. Stopie« wierzchoªka
v oznaczamy przez deg(v).

Lemat o u±ciskach dªoni: ∑
v∈V (G) deg(v) = 2|E(G)|.
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Grafy regularne, peªne i dwudzielne

• Grafy, których wszystkie wierzchoªki maj¡ ten sam stopie« nazywamy
regularnymi.

• Graf nazywamy prostym je»eli nie zawiera p¦tli i kraw¦dzi wielo-
krotnych.

• Grafy proste, w których ka»dy wierzchoªek poª¡czony jest z ka»dym
innym nazywamy peªnymi. Grafy peªne o n wierzchoªkach s¡
izomor�czne. Oznaczamy je przez Kn.

• Grafy bez p¦tli, których wierzchoªki V mo»na podzieli¢ na dwa
rozª¡czne zbiory V1 i V2 takie, »e dla ka»dej kraw¦dzi jej jeden koniec
nale»y do V1 a drugi do V2, nazywamy dwudzielnymi.

• Grafy proste dwudzielne dla których |V1| = m i |V2| = n i które
maj¡ maksymaln¡ liczb¦ kraw¦dzi oznaczamy Km,n.
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Reprezentacje grafów

• Listy s¡siedztwa.

• Macierz s¡siedztwa.

• Grafy rzadkie vs g¦ste.
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Przeszukiwanie grafów

• Dane: spójny graf G, V (G), s ∈ V (G)
• Wykorzystujemy pomocnicze zbiory O, N

1. O := ∅, N := {s},
2. dopóki N 6= ∅

1. wybierz wierzchoªek n z N

2. dla ka»dego w s¡siada n

je»eli w /∈ O ∪N doª¡cz w do N

3. usu« n z N , doª¡cz n do O

Uwaga: Je»eli N zaimplementujemy jako kolejk¦ otrzymamy prze-
szukiwanie w szerz (BFS); je»eli jako stos�przeszukiwanie w gª¡b
(DFS).
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Drogi i cykle Eulera

• Drog¦ prost¡ zawieraj¡c¡ wszystkie kraw¦dzie grafu G nazywamy
drog¡ Eulera. Graf zawieraj¡cy tak¡ drog¦ nazywamy póªeule-
rowskim.

• Zamkni¦t¡ drog¦ Eulera nazywamy cyklem Eulera. Graf zawiera-
j¡cy cykl Eulera nazywamy eulerowskim.

Uwaga: Cykl Eulera nie jest cyklem. . .

Fakt 1: Graf spójny jest póªeulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy ma 2
wierzchoªki stopnia nieparzystego.

Fakt 2: Graf spójny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy ma
wszystkie wierzchoªki stopnia parzystego.
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Algorytm Fleury'ego
Niech G b¦dzie grafem eulerowskim. Jak skonstruowa¢ cykl Eulera?

• Zaczynamy cykl w dowolnym wierzchoªku i przechodzimy kraw¦dzie
zachowuj¡c nast¦puj¡ce zasady:
1. usuwamy z G przechodzone kraw¦dzie i powstaªe wierzchoªki izo-

lowane,
2. przechodzimy przez most tylko wtedy, kiedy nie ma innej drogi.

• Wierzchoªek izolowany to wierzchoªek o stopniu 0.
• Kraw¦d¹ nazywamy mostem je»eli jej usuni¦cie powoduje, »e graf
przestaje by¢ spójny.

• Jaki jest koszt (czas dziaªania) algorytmu Fleury'ego w zale»no±ci od
rozmiaru danych wej±ciowych?

MD '05, wykªad 7 14



Drogi i cykle Hamiltona

• Drog¡ Hamiltona nazywamy drog¦ przechodz¡c¡ przez ka»dy
wierzchoªek grafu tylko raz. Graf zawieraj¡cy tak¡ drog¦ nazywamy
póªhamiltonowskim.

• Cyklem Hamiltona nazywamy cykl przechodz¡cy przez ka»dy
wierzchoªek grafu tylko raz. Graf zawieraj¡cy taki cykl nazywamy
hamiltonowskim.

Uwaga 1: Znalezienie prostej charakteryzacja grafów (póª)hamiltonowskich
to najwa»niejszy problem otwarty teorii grafów.

Uwaga 2: Efektywny (dziaªaj¡cy w wielomianowym czasie) algorytm
znajduj¡cy cykl Hamiltona w gra�e to zªoty Graal informatyki!!
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Dwa twierdzenia

Twierdzenie Orego. Je±li graf prosty G ma n ≥ 3 wierzchoªków
oraz

deg(v) + deg(w) ≥ n

dla ka»dej pary nies¡siednich wierzchoªków v i w, to graf G jest
hamiltonowski.

Wniosek � twierdzenie Diraca. Je±li graf prosty G ma n ≥ 3
wierzchoªków oraz deg(v) ≥ n/2 dla ka»dego wierzchoªka v, to graf
G jest hamiltonowski.
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Problem komiwoja»era

• Kraw¦dziom grafu G przypisujemy dodatnie wagi. Szukamy cyklu
(drogi) Hamiltona o najmniejszej sumie wag.

• Obliczenie caªkowitej dªugo±ci wszystkich cykli Hamiltona jest skrajnie
nieefektywne. Graf Kn ma (n− 1)!/2 takich cykli!!

• Okazuje si¦, »e problem komiwoja»era jest pod wzgl¦dem trudno±ci
równowa»ny problemowi znalezienia cyklu Hamiltona w gra�e.

• Jak reprezentowa¢ graf z wagami w komputerze?
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Drzewa

• Drzewem nazywamy spójny acykliczny graf.

Twierdzenie. G jest grafem prostym o n wierzchoªkach. Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

1. G jest drzewem.
2. Ka»de dwa ró»ne wierzchoªki G ª¡czy dokªadnie jedna droga prosta.
3. G jest spójny ale przestaje by¢ spójny po usuni¦ciu dowolnej
kraw¦dzi.

4. G jest acykliczny ale przestaje by¢ acykliczny po dodaniu jakiejkol-
wiek kraw¦dzi.

5. G jest acykliczny i ma n− 1 kraw¦dzi.
6. G jest spójny i ma n− 1 kraw¦dzi.
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Drzewo spinaj¡ce grafu

• We¹my spójny prosty graf G. Wybierzmy jaki± cykl w G. Je»eli
usuniemy jedn¡ kraw¦d¹ z tego cyklu to otrzymany graf b¦dzie nadal
spójny. Je»eli procedur¦ t¦ powtórzymy do momentu a» w gra�e nie
b¦dzie ju» cykli to otrzymamy drzewo spinaj¡ce grafu G.

• Je»eli G jest grafem z wagami to minimalnym drzewem spi-
naj¡cym grafu G nazywamy to spo±ród jego drzew spinaj¡cych dla
którego suma wag kraw¦dzi jest najmniejsza.

• Jak znale¹¢ minimalne drzewo spinaj¡ce?
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Algorytm Kruskala

• Dane: spójny graf prosty G z wagami

• Wynik: zbiór T kraw¦dzi minimalnego drzewa spinaj¡cego G

1. Sortujemy E(G) = (e1, e2, . . . , em).
2. T = ∅.
3. Dla j = 1, 2, . . . , m

Je±li graf T ∪ ej jest acykliczny, to doª¡cz ej do T .

• Jaki jest koszt (czas dziaªania) algorytmu w zale»no±ci od rozmiaru
danych wej±ciowych?

Uwaga: algorytmy tego typu nazywamy zachªannymi.
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Grafy planarne

• Graf nazywamy planarnym je»eli mo»na go narysowa¢ na pªasz-
czy¹nie bez samoprzeci¦¢.

Fakt: K5 i K3,3 nie s¡ planarne.

Twierdzenie Kuratowskiego. Graf jest planarny wtedy i tylko
wtedy, gdy �nie zawiera� »adnego z grafów K5 i K3,3.
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Zadanie do domu

Powtórzy¢ caªy przerobiony materiaª.
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