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‘ Plan na dziél

e Podstawowe pojecia teorii graféw:
¢ grafy i graty skierowane,
¢ drogi i cykle w grafach,
¢ relacje: sgsiedztwa i osiggalnosci,
¢ grafy petne i dwudzielne.
e |zomorfizm graféw.
e Reprezentacje grafu:
¢ listy sasiedztwa,
¢ macierz sasiedztwa.
Przeszukiwanie gratéw: wszerz i w gtab.

o

e Cykle Eulera 1 Hamiltona.

e Drzewa spinajace i minimalne drzewa spinajace.
o

Graty planarne.
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Grafy skierowane i nieskierowane

definicje na potrzeby wyktadu

e Graf skierowany (digraf) sktada sie z

¢ zbioru wierzchotkéow V',

o zbioru krawedzi E C {(u,v) : u,v € V}.
e Graf nieskierowany sktada sie z

o zbioru wierzchotkéw V',
& zbioru krawedzi £ C {{u,v} : u,v € V}.
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Grafy skierowane i nieskierowane

definicje ogdlne

e Graf skierowany (digraf) G  sktada sie z dwoch zbioréw:

¢ niepustego zbioru V' wierzchotkéw grafu,
¢ zbioru E  krawedzi grafu

oraz funkcji v: E —V x V.

e Dla krawedzi e € F, dla ktorej y(e) = (p,q), wierzchotek p na-
zywamy poczatkiem krawedzi e a wierzchotek ¢ kohcem
krawedzi e. Méwimy wtedy, ze e biegnie od p do ¢q.

e Dla grafu nieskierowanego okreslamy v : F — {{u,v} :
u,v € V}, elementy y(e) nazywamy wierzchotkami e. Jezeli y(e) =
{v}, to e nazywamy petla.
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‘ Drogi i cyklel

e Droga nazywamy ciag krawedzi, ktére tacza sie ze soba.
e Diugosc¢ drogi to liczba krawedzi w tej drodze.
e Kazda droga wyznacza ciag wierzchotkéw, przez ktéry przechodzi.

o Jezeli pierwszy wierzchotek drogi jest jednoczesnie jej ostatnim wierz-
chotkiem, to droge nazywamy zamknieta.

e Droge nazywamy prosta jesli wszystkie jej krawedzie s3 rozne,

e /amkniety droge prosta, ktoérej cigg wierzchotkéw to vivs ... v,v01
nazywamy cyklem jesli wierzchotki vivs ... v, s3 rozne.
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Grafy acykliczne i drogi acykliczne,

grafty spojne

e Graf nazywamy acyklicznym jezeli nie zawiera cykli.

e Droge nazywamy acykliczna jesli "podgrat” sktadajacy sie z wierz-
chotkéw i krawedzi tej drogi jest acykliczny.

e Graf nieskierowany jest spd&jny jezeli kazda para réznych wierzchot-
kéw jest potaczona droga w tym grafie.
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‘ Relacje sasiedztwa i osiggalnosci |

e Relacja sasiedztwa jest okreSlona w zbiorze V' wierzchotkéw
grafu. wu jest w relacji z v wtedy i1 tylko wtedy, gdy istnieje krawedz
taczaca u z v.

e Relacja osiagalnosci jest okreslona w zbiorze V' wierzchotkéw
grafu. w jest w relacji z v wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga
dtugosci co najmniej 1 poczatku w w | koncu w v.
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‘ Proste twierdzenia I

Uwaga: od tego momentu zajmujemy sie grafami nieskierowanymi.

Twierdzenie 1: Jezeli u i v sg réznymi wierzchotkami grafu G i jesli
istnieje w G droga z u do v, to istnieje prosta droga acykliczna z u
do v. Okazuje sie ze jest nig droga najkrétsza.

Twierdzenie 2: Jesli u i v s3 réznymi wierzchotkami grafu acyklicz-
nego (G to istnieje co najwyzej jedna droga prosta prowadzaca z u
do v.
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‘ |zomorfizm grafc’)wl

e Jak scharakteryzowa¢ graty majace identyczng strukture?

e /atézmy, ze dwa graty G i H nie maja krawedzi wielokrotnych.

e Dwa grafy G i H nazywamy izomorficznymi jezeli istnieje takie
wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie o @ V(G) — V(H), ze
{u,v} jest krawedziag w G wtedy i tylko wtedy, gdy {a(u), a(v)}
jest krawedzia w H . Zapisujemy to krétko G ~ H.

e Jaka relacja jest “bycie izomorficznymi'?
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‘ Niezmienniki izomorfizmul

e Liczba wierzchotkdw.
e Liczba krawedzi.

e Ciag liczb wierzchotkéw kolejnych stopni.

Stopien wierzchotka to liczba krawedzi wychodzacych z tego
wierzchotka, z tym, ze petle liczymy podwdjnie. Stopien wierzchotka
v oznaczamy przez deg(v).

Lemat o usciskach dfoni: > v ) deg(v) = 2|E(G)|
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‘ Grafy regularne, petne i dwudzielnel

e Grafy, ktérych wszystkie wierzchotki maja ten sam stopien nazywamy
regularnymi.

e Graf nazywamy prostym jezeli nie zawiera petli i krawedzi wielo-
krotnych.

e Grafy proste, w ktérych kazdy wierzchotek potaczony jest z kazdym
innym nazywamy petnymi. Grafy petne o n wierzchotkach s3a
izomorficzne. Oznaczamy je przez K,

e Grafy bez petli, ktérych wierzchotki V' mozna podzielic na dwa
roztaczne zbiory V7 i Vi takie, ze dla kazdej krawedzi jej jeden koniec
nalezy do V4 a drugi do V5, nazywamy dwudzielnymi.

e Grafy proste dwudzielne dla ktorych |Vi| = m i |Va| = n i ktore

maja maksymalng liczbe krawedzi oznaczamy K, .
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‘ Reprezentacje graféwl

e |isty sasiedztwa.
e Macierz sasiedztwa.

e Grafy rzadkie vs geste.
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‘ Przeszukiwanie graféwl

e Dane: spojny graf G, V(G), s € V(G)
e \Wykorzystujemy pomocnicze zbiory O, N

1. O:=0, N :={s},
2. dopoki N # ()
1. wybierz wierzchotek n z N
2. dla kazdego w sasiada n
jezeliw ¢ O U N dotacz w do N
3. usun n z N, dotaczn do O

Uwaga: Jezeli N zaimplementujemy jako kolejke otrzymamy prze-
szukiwanie w szerz (BFS); jezeli jako stos—przeszukiwanie w gtab

(DFS).
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‘ Drogi i cykle Euleral

e Droge prosta zawierajaca wszystkie krawedzie grafu G nazywamy
droga Eulera. Graf zawierajacy takg droge nazywamy péteule-
rowskim.

e /amknieta droge Eulera nazywamy cyklem Eulera. Graf zawiera-
jacy cykl Eulera nazywamy eulerowskim.

Uwaga: Cykl Eulera nie jest cyklem. ..

Fakt 1: Graf spdjny jest péteulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy ma 2
wierzchotki stopnia nieparzystego.

Fakt 2: Graf spojny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy ma
wszystkie wierzchotki stopnia parzystego.
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‘ Algorytm Fleury’egol

Niech G bedzie grafem eulerowskim. Jak skonstruowa¢ cykl Eulera?

e Zaczynamy cykl w dowolnym wierzchotku i przechodzimy krawedzie
zachowujac nastepujgce zasady:

1. usuwamy z GG przechodzone krawedzie | powstate wierzchotki izo-
lowane,

2. przechodzimy przez most tylko wtedy, kiedy nie ma innej drogi.

e Wierzchotek izolowany to wierzchotek o stopniu 0.

e Krawedz nazywamy mostem jezeli jej usuniecie powoduje, ze graf
przestaje by¢ spdjny.

e Jaki jest koszt (czas dziatania) algorytmu Fleury'ego w zaleznosci od

rozmiaru danych wejsciowych?
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‘ Drogi i cykle Hamiltonal

e Droga Hamiltona nazywamy droge przechodzaca przez kazdy

wierzchotek grafu tylko raz. Graf zawierajacy taka droge nazywamy
pothamiltonowskim.

e Cyklem Hamiltona nazywamy cykl przechodzacy przez kazdy

wierzchotek grafu tylko raz. Graf zawierajacy taki cykl nazywamy
hamiltonowskim.

Uwaga 1: Znalezienie prostej charakteryzacja graféw (p6t)hamiltonowskich
to najwazniejszy problem otwarty teorii gratéw.

Uwaga 2: Efektywny (dziatajacy w wielomianowym czasie) algorytm
znajdujacy cykl Hamiltona w grafie to ztoty Graal informatykill
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‘ Dwa twierdzenia I

Twierdzenie Orego. Jesli grat prosty G ma n > 3 wierzchotkéw
oraz
deg(v) + deg(w) > n
dla kazdej pary niesasiednich wierzchotkéw v i w, to grat G jest
hamiltonowski.

Whiosek — twierdzenie Diraca. Jesli grat prosty G ma n > 3
wierzchotkéw oraz deg(v) > n/2 dla kazdego wierzchotka v, to graf
G jest hamiltonowski.
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‘ Problem komiwojaieral

e Krawedziom grafu G przypisujemy dodatnie wagi. Szukamy cyklu
(drogi) Hamiltona o najmniejszej sumie wag.

e Obliczenie catkowitej dtugosci wszystkich cykli Hamiltona jest skrajnie
nieefektywne. Graf K, ma (n — 1)!/2 takich cyklill

e Okazuje sie, ze problem komiwojazera jest pod wzgledem trudnosci
rownowazny problemowi znalezienia cyklu Hamiltona w gratie.

e Jak reprezentowac graf z wagami w komputerze?
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‘ Drzewa I

e Drzewem nazywamy spojny acykliczny graf.

Twierdzenie. G jest gratem prostym o n wierzchotkach. Nastepujace

warunki s3 réwnowazne:

1. G jest drzewem.

2. Kazde dwa rézne wierzchotki GG taczy doktadnie jedna droga prosta.

3. G jest spojny ale przestaje by¢ spdéjny po usunieciu dowolnej
krawedzi.

4. (G jest acykliczny ale przestaje by¢ acykliczny po dodaniu jakiejkol-
wiek krawedzi.

5. G jest acykliczny i ma n — 1 krawedzi.

6. G jest spéjny i ma n — 1 krawedzi.
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‘ Drzewo spinajace grafu I

o \Wezmy spojny prosty grat G. Wybierzmy jakis cykl w G. Jezeli
usuniemy jedng krawedz z tego cyklu to otrzymany graf bedzie nadal
spéjny. Jezeli procedure te powtérzymy do momentu az w grafie nie
bedzie juz cykli to otrzymamy drzewo spinajace grafu G.

o Jezeli G jest grafem z wagami to minimalnym drzewem spi-
najacym grafu G nazywamy to sposrdd jego drzew spinajacych dla

ktorego suma wag krawedzi jest najmniejsza.

e Jak znalez¢ minimalne drzewo spinajgce?
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‘ Algorytm Kruskalal

e Dane: spéjny graf prosty G z wagami

e \Wynik: zbiér T' krawedzi minimalnego drzewa spinajacego G

1. Sortujemy E(G) = (e1,€2,...,€m).
2. T =10.
3.Dlayg=1,2,....m
Jesli grat T'U e jest acykliczny, to dotacz e; do T

o Jaki jest koszt (czas dziatania) algorytmu w zaleznosci od rozmiaru

danych wejsciowych?

Uwaga: algorytmy tego typu nazywamy zachtannymi.
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‘ Graty planarnel

e Graf nazywamy planarnym jezeli mozna go narysowaé na pfasz-

czyznie bez samoprzeciec.

Fakt: K5 i K3 3 nie s3 planarne.

Twierdzenie Kuratowskiego. Graf jest planarny wtedy i tylko
wtedy, gdy "nie zawiera" zadnego z grafow Ky i K3 3.
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‘ Zadanie do domu I

Powtoérzy¢ caty przerobiony materiat.
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