WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

Materialy do wykladu MATEMATYKA DYSKRETNA dla studiéw zaocznych cz. 1

Program wyktadu:
KOMBINATORYKA: TEORIA GRAFOW:
1. Notacja i podstawowe pojecia 11. Elementarne pojecia
2. Zliczanie funkcji 12. Macierzowy opis grafu
3. Permutacje 13. Klasy grafow
4. Podzbiory zbioru 14. Drogi i cykle w grafie
5. Podzbiory k-elementowe 15. Drogi i cykle Eulera
6. Zbiory z powtorzeniami 16. Drogi i cykle Hamiltona
7. Podzialy zbioru (liczby Stirlinga) 17. Spojnosé grafu
8. Podzialy liczby 18. Drzewa i lasy
9. Funkcje tworzace 19. Przeplywy w sieciach
10. Zasada wtaczania-wyltaczania 20. Pokrycia i skojarzenia
21. Kolorowanie grafow
Literatura:

» Libura, Sikorski ,, Wyktady z matematyki dyskretnej. Cz.1: Kombinatoryka, Cz.II: Teoria grafow”
Wydawnictwo WSISiZ (2002)

e W.Lipski ,, Kombinatoryka dla programistow” WNT (1989)

¢ Ross, Wright ,, Matematyka dyskretna” PWN (1996)

e R.Wilson ,, Wprowadzenie do teorii grafow” PWN (1999)

* N.Deo ,, Teoria grafow i jej zastosowania w...” PWN (1980)

* V.Bryant,, Aspekty kombinatoryki” WNT (1997)

¢ R.Graham, D.Knuth, O.Patashnik ,, Matematyka konkretna” PWN (1996)

NOTACJA I POJECIA PODSTAWOWE

Funktory zdaniotwércze:

a - lub (alternatywa, suma logiczna)

a - i (koniunkcja, iloczyn logiczny)

- - nie (negacja)

a - jesli..., to... (implikacja)

- - ... wtedy i tylko wtedy, kiedy ... (rdwnowaznosc¢)

Kwantyfikatory:

a - istnieje (kwantyfikator szczegétowy, egzystencjalny)

a - dla kazdego  (kwantyfikator ogolny)

Zbiory:

R - zbi(')r liczb rzeczywistych, C - zespolonych,

N ={0,1 .} - zbior liczb naturalnych,

zZ =A{.. 2 1 0,1,2,...} - zbior liczb catkowitych,

B=10, 1} - zbidr ,,blnarny”, 0 - zbidr pusty,

{ap..,a,} - zbior sktadajacy si¢ z n elementow ay, ..., a,

{a} - zbior jednoelementowy zawierajacy tylko a,

{x0X:Wx)} - zbiodr tych elementoéw zbioru X, dla ktorych funkcja zdaniowa W(x)
ma wartos$¢ prawda,

O - suma zbioréw, n - iloczyn zbiorow,

\ - roznica zbiorow,

g - roéznica symetryczna zbiorow: A U B=(4 - B) U (B — A4)
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C=A0B C=4AnB
A B A B
C=A4\B C=A0B
A B A B
a - zawieranie si¢ zbiorow: 4 1 B (4 jest zawarty w B)
a - wlasciwe zawieranie si¢: A OB (4 jest podzbiorem wlasciwym zbioru B);
OA4:A0A4, ale AOA
P(A) - zbior wszystkich podzbioréw zbioru 4;
O4: 004 O O4: O0OAA4) oraz [0OA4: AUPA)
| 4| - licznos¢ (moc) zbioru 4, np. | {a;, as, a3} | =3
(a,b) - para uporzadkowana: a - poprzednik, b - nastgpnik
AXB - iloczyn kartezjanski zbiorow 41 B: AXB={(a,b): aUAO bUB}
(ap..a,) - n-tka uporzadkowana (wektor n-elementowy)
Ay X ... XA, - iloczyn kartezjanski zbiorow A4y, ..., 4,
A1 X ... XA,,: {((11, ceny an):aj DA] 0. Da,, DAH}
Funkcje:
[, jesli zdanie Q jest prawdziwe .
|Q|= - ,,wartosc¢ logiczna”,

, jesli zdanie Q jest falszywe
QA= max{y OZ:y< x} - ,podtoga”; QA= min{y Z:y= x} - ,.sufit”
xmody = x -y O3/ y[J- ,,modulo”, czyli reszta z dzielenia x przez y
Relacja binarna:

ROAxB
(relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim zbiorow 4 i B)
Relacja binarna na zbiorze A:
R O0A%xA
to, ze elementy a i b s ze soba w relacji, zapisujemy:
(a, b) OR lub aRb
Dziedzina relacjiR 0 A X B :
{alA:(Ob0OB: (a,b)dR)} -zbidr poprzednikdéw par nalezacych do R
Przeciwdziedzina relacji R UOAXB:
{bUOB:(QalA4: (a,b)OR)} - zbior nastepnikdw par nalezacych do R
Przykiad relacji
A=1{1,2,3,4,5}, B={{1,2},{1,4}}

R - relacja przynaleznosci do zbioru: R = { (1, {1,2}), (1, {1,4}), (2, {1,2}), (4, {1,4}) }
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graf relacji:
1 1 1
2 1 0
3 0 0
4 1
tablica relacji: °

dziedzina relacji R : {1,2,4}
przeciwdziedzina relacji R : {{1,2}, {1,4} }

Przyktad relacji
A=1{3,5}, B=N
R - relacja podzielnosci : aRb < bmoda=0
dziedzinarelacjiR:  {3,5}
przeciwdziedzina relacji R : zb. liczb nat. podzielnych przez 3 lub 5

Relacja (binarna) na zbiorze X jest:

e zwrotna, jesli - Ox0X : xRx
* przechodnia, jesi - Ox, y,z0OX : (xRyOyRz) O xRz
* symetryczna, jesli - Ox,yOX: xRy O yRx

e antysymetryczna, jesli Ox, yUOX : (xRyUOyRx)UO x=y

Relacje zwrotna, przechodnia i symetryczna
nazywamy relacja rownowaznosci

typowe oznaczenie: = = , np. a=b

Przyktad relacji rownowaznosci w zbiorze liczb rzeczywistych
dla x, y U R relacja x =y zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy x —y UZ (réznica jest liczba catkowita)

Relacje¢ zwrotna, przechodnig i antysymetryczng
nazywamy relacja porzadkujaca zbior X

typowe oznaczenie: < , np. as<b

Jesli relacja porzadkujaca zbidr X spetnia dodatkowo warunek

e Ox,y0X x<y Uy<x,

to nazywana jest relacja liniowo porzadkujaca zbior X

Przyktady relacji porzadkujacych
1. Relacja ,,mniejsze lub rowne” ( <) w zbiorze R (porzadkuje liniowo)
2. Relacja podzielnosci w zbiorze /& :
aRb < a jest podzielnikiem b
3. Relacja zawierania ( [J ) w zbiorze 2(X)

Uwaga:
relacja porzadkujaca nazywana jest czasami relacja czeSciowo porzadkujaca
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Pare (X, <), gdzie < jest relacja (liniowo) porzadkujaca zbior X, nazywamy zbiorem
(liniowo) uporzadkowanym

Pierwsze pytania ,.kombinatoryczne”:

. Ile jest relacji binarnych w iloczynie kartezjanskim X X Y,
jesli | X|=n i1 |Y|=m?

. Ile jest relacji binarnych na zbiorze | X |=n ?

. Ile jest zwrotnych relacji binarnych na zbiorze | X |=n ?

. Ile jest symetrycznych relacji binarnych na zbiorze | X |=n ?

Funkcja f:X - Y:relacia RO X XY o tej wlasnosci, ze dla kazdego x [0 X istnieje doktadnie
jedna para postaci (x,y=f(x)) R
Fun(X, Y) — zbior wszystkich funkcjizXw Y

Dla dowolnych zbiorow 4 0 X i B Y definiujemy:
fAA={y0OY:Ox0OA4: y=f(x)} (obrazzbioru A)
fB)={x0X: f(x) OB} (przeciwobraz zbioru B)
e o funkcji /: X - Y moéwimy, ze jest ,,na” jesli f(X)=7Y

Sur(X, Y) — zbidr wszystkich funkcji z X na Y (surjekeji)
* funkcja jest roznowartosciowa (wzajemnie jednoznaczna), jesli

Oag bUOX azb O f(a)Zf(b)

Inj(X, Y) — zbior wszystkich funkcji roznowart. z X w Y (injekcji)

Bij(X, Y) — zbior wszystkich bijekcji zXw Y : Bij(X, Y) = Sur(X, Y) n Inj(X, Y)

FUNKCJE A ROZMIESZCZENIA

Na ile sposobow mozna rozmiescic¢ pewngq liczbe obiektow w okreslonej liczbie ,, pudetek” tak, aby
spetnione byly zadane dodatkowe ograniczenia?
Opis formalny:
Dane sa dwa zbiory X'i Y o licznosciach |[X|=n 1 |Y|=m.
Ile jest funkcji f: X — Y spehiajacych zadane ograniczenia?
Interpretacje:
1. X - zbidr obiektow, Y - zbior pudetek,
funkcja f: X - Y okresla pewne rozmieszczenie obiektow w pudetkach przez wskazanie
dla kazdego obiektu x 0 X pudetka f(x) Y, w ktorym obiekt jest umieszczony
X Y

L& L Ti=r0)
2
A\ T e=rmy=r@
K g
I e [ J3=rm
M
o R m=r@=r6
2. X - 7bior obiektow, Y - zbior kolorow,

funkcja f: X — Y okresla sposob pokolorowania obiektow przez podanie dla kazdego
obiektu x 0 X koloru f(x) 0 Y

Elementy w skonczonych zbiorach X'i ¥ mozna ponumerowac i przyjac, ze X={12,..,n}
i Y={1,2, ..., m} W najprostszej sytuacji nie nakladamy zadnych ograniczen

rozmieszczenie obiektow w pudetkach moze by¢ opisane funkcja ze zbioru Fun(X, Y):
Ile jest funkcji f: X - Y ?
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Twierdzenie

Jesli |[X]=n 1 |Y]=m, to liczba wszystkich funkcji

f:X > Y jestrowna m" =|Fun(X, Y) |
mn
n=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .

m=0 1 0] 0 0 0 0 0 0 0 0

1 If 1] 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1| 2| 4 8 16 32 64 128 256 512

3 1| 3| 9] 27 81| 243 729 2187 6561 19683

4 1| 41 16| 64| 256] 1024] 4096 16384 65536 262144

5 1| 5125|125 625] 3125] 15625 78125 390625 1953125

6 1| 61362161296 7776] 46656| 279936 1679616| 10077696

7 1| 7149|343 |2401116807]|117649] 823543| 5764801 40353607

8 1| 8] 64]|512(40961327681262144|2097152(16777216|134217728

9 1| 9| 81]729]6561]59049]|531441|4782969(43046721|387420489

Jesli nie naktadamy zadnych ograniczen, to w jednym pudetku moze znalez¢ sie jeden lub wiecej
obiektow, ale takze niektore pudetka mogaq pozostac puste.
Zabronmy tego pierwszego — nie wigcej niz jeden obiekt w pudetku!

Ile jest funkcji réznowartosciowych f: X — Y ?

Twierdzenie

Jesli | X|=n, |Y|=m i n<m to liczba wszystkich funkcji réznowartosciowych

f:X > Y jestrowna m(m-DO..(m-n+1)=m*" =|Inj(X, Y) |
me
n=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...
m=0 1[0 0| O 0 0 0 0 0 0 0
1 11 1] 0| O 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2] 21 0O 0 0 0 0 0 0 0
3 1| 3] 6] 6 0 0 0 0 0 0 0
4 1| 4] 12| 24| 24 0 0 0 0 0 0
5 1| 5]120f 60| 120 120 0 0 0 0 0
6 1| 6]30f120] 360| 720 720 0 0 0 0
7 1| 7]142(210] 840| 2520] 5040f 5040 0 0 0
8 1| 8]56(336]1680] 6720| 20160| 40320 40320 0 0
9 1| 9172(504]3024|15120] 60480(181440| 362880| 362880 0
10 1{10] 90{720]5040]30240]151200{604800|1814400]|3628800]|3628800

Przyjmujac formalne oznaczenie (potggi ubywajacej): m*=ml(m —1)0.. (m —-n+1)

dookreslamy jego warto$c

09—

Jesli m =n , to kazda funkcja roznowartosciowa f: X — Y jest wzajemnie jednoznacznym
odwzorowaniem zbioru X na zbior Y.
m=n U [Inj(X, Y) | = | Sur(X, V)| = | Bij(X, )|

Przyjmujemy oznaczenie:

Definicja

n!=n"=nl(n-1)0.0

Kazde wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f: X — X (bijekcjg¢) nazywamy permutacja

zbioru X.
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Twierdzenie

Liczba permutacji zbioru n-clementowego jest rOwna n!

| Bij(X, X)|=n!,dla|X|=n

ROZMIESZCZENIA UPORZADKOWANE

Rozmieszczamy n obiektow w m pudetkach i dodatkowo rozrozniamy uporzqdkowanie

obiektow, ktore trafily do tego samego pudetka. Dwa rozmieszczenia sq identyczne, jesli

w kazdym pudetku jest taka sama liczba i kolejnos¢ obiektow.
Rozwazmy rozmieszczenie uporzadkowane n obiektéw w m pudetkach. Oznaczmy liczbg wszystkich

(potgga przyrastajaca)

mozliwych takich rozmieszczen przez:

Twierdzenie

mn

Liczba rozmieszczen uporzadkowanych n obiektow w m pudetkach jest rowna
m"=m(m+1)0.. (m+n-1)

mh
n=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ..
m=0 1{0] 0 © 0 0 0 0 0 0
1 If1] 21 6 24 120 720 5040 40320 362880
2 12| 6] 24 120 720 5040 40320 3628800 3628800
3 1|3]12] 60] 360] 2520 20160 181440] 1814400] 19958400
4 1|4]201120] 840] 6720 60480 604800 6652800] 79833600
5 1]5]30]1210] 1680] 15120] 151200 1663200 19958400| 259459200
6 1]6(42|336| 3024] 30240| 332640| 3991680| 51891840| 726485760
7 1| 71561504 5040] 55440 665280 86486401121080960]|1816214400
8 1| 872|720 7920| 95040)1235520]17297280(259459200]|4151347200
9 119]90{990]11880]154440)2162160]32432400(518918400|8821612800
Przyktad rozmieszczenia uporzqdkowanego
X={ab}, |X|=2, |Y|=3
@@l B | 2l JpP@ | |
@@ 2 B | sl [P® @ |
L@ 2@ JBL | ol [ |
WL @@ Bl | el [PO@[ |
s L@ JL @ | wpl [P @O
sl @ | @ | =2 Jp |0
32=30=12
Prawdziwe sa nastepujace tozsamosci:
mi=m"~t(m-n+1)
m®=m Qm—1)""
2 _ m!
" nn)
m"=m"_1(m+i—1)
mT=mOQm+1)""!
mﬁ=(m+n—1)ﬂ
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