WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

ZBIORY Z POWTORZENIAMI

W zbiorze z powtorzeniami ten sam element moze wystgpowac kilkakrotnie.
Liczbg wystapien nazywamy krotnosciq tego elementu w zbiorze

X= { X1y ey Xy } - zbior

ki, ... k, - krotnos$ci elementow
A= <kilx, ..., k,Lk, > - zbioér z powtdrzeniami
Przyktad zbioru z powtorzeniami
X={ab,c} k.=2, ky=1, k.=3
Zbidr z powtorzeniami: A=<2[h, 10b,3k>=<a,a, b, c, c, c>

Licznos¢ zbioru z powtdrzeniami:
|A|=k+ ..tk
Podzbidr zbioru z powtdrzeniami jest wyznaczany przez wektor n-elementowy (my, ..., m, ), w ktorym
0<m <k, e, 0<m,<k,

Liczba podzbioréw zbioru z powtorzeniami o krotnosciach
ki, k..., k, jest rbwna

(h+ D) U+ DL Wk +1)

Twierdzenie
Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru z powtdrzeniami
<klky, ..., kLk, > jest rowna

[n]* _Oe+k-10

kO &k
Dowéd
Rozwazmy rozmieszczenie uporzadkowane k obicktow w n pudetkach. Liczba takich rozmieszczen jest
réwna

[n)=nln+ DHO.0n+k-1).

Kazde takie rozmieszczenie wyznacza wektor n-elementowy (74, ..., 7, ), dla ktorego zachodzi r, +... +
r, =k ;

r; jest liczba obiektow w pudelku .

Wektor (74, ..., r, ) odpowiada k-elementowemu podzbiorowi < rlky, ..., [k, > O <klky, ..., kCk, >

Ponadto k! rozmieszczen wyznacza ten sam podzbior k-elementowy, a zatem liczba réznych
podzbioréow k-elementowych zbioru z powtdrzeniami o wszystkich krotnosciach rownych & wynosi

(7} _ nQa+ DO +k=1) _ (n+k =) _Ch+k =10

k! k! ki(n-1)! k

PODZIALY ZBIORU

Podzialem zbioru n-elementowego X na k blokéow nazywamy dowolna rodzing zbiorow 1= { B,
s B },

taka ze BiUO..0OB=X,BnB=0dlal<i<j<koraz B;#0,1<i<k
By, ... B; - bloki podziatu 1t
MyX) - zbidr wszystkich podziatow zbioru X na k blokow
N - zbior wszystkich podziatow zbioru X ; Nnx=n,x0O..00n,X
Tt= {B, By, B3, By, Bs} X
(. ® [ [ [ [} [ ]
[} [ ]
B;

[} [ ]

[} [ ]

[} [ ]
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Przykiad zbioru podziatow

X={a,b,c,d} k=3

M5(X):

m ={ {a}, (b}, {c,d} } e ={ {a}, {b,c}, {d} }
0 ={ {a, b}, {c}, {d} } ' ={ {a, c}, {b}, {d} }
0 ={ {a}, (b, d}, {c} } ' ={ {a,d}, (b}, {c} }

ZWIAZKI POMIEDZY PODZIALAMI ZBIORU I RELACJAMI
¢ kazdemu podziatowi Tt IN(X) mozna przyporzadkowac relacjg¢ rOwnowaznosci E(TT) na zbiorze
X, definiujac ja jako
E(m=|JBxB
BOmT
tzn. dwa elementy x, y X sa wrelacji E(T) wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego bloku
podziatu.

Przyktad relacji definiowanej podziatem
X=1{ab,cd; 0 ={ {a}, {b, d}, {c} }
E(10) ={ (a, a), (b, b), (b, d), (d, b), (d, d), (¢, ©) }

| ° v 7|

layxia;y  th,dix{b,d}  {cj*ic}

¢ kazdej relacji rownowazno$ci £ na zbiorze X mozna przyporzadkowac podziat zbioru X na
bloki, definiujac go jako
XE={xE:xUOX},
gdzie pojedynczy blok x|E = {y X :xEy } nazywany jest klasq abstrakcji clementu x

Przykiad podziatu na klasy abstrakcji

X= xEy = x+y jestliczba parzysta
podziat [E={1|E,2|E}

1[E={y0O :yjestnieparzysta}, 2|E={y [ :yjestparzysta }

¢ w zbiorze wszystkich podziatow zbioru M(X) mozna wprowadzi¢ relacj¢ porzadkujaca:
rozwazmy dwa podziaty 11, 0 O T1(X) ;

mowimy, ze podzial Tt jest rozdrobnieniem podziatu o, jesli kazdy blok B podziatu 0 jest suma
mnogosciowa pewnej liczby blokow podziatu Tt;

zapisujemy ten fakt w postaci <o

Powyzsza relacja < jest relacja porzadku na zbiorze M(X) !

Przykiad relacji pomiedzy podziatami zbioru na bloki
X:{a’bﬂc’d’e}
{ fa,c}, (b}, {d}, {ef } <{{a, b,c}, {d, e} }

Ile jest podziatow zbioru n-elementowego na k blokow?

Przyktad
X={ab,cd} | X|=4 k=3
I_I3(X):{T[I’T[2""’Tl6} ||-|3(X)|:6

LICZBY STIRLINGA (drugiego rodzaju)

S(n, k) =|NX)| dla | X[=n

S(n, k)=0 dla k>n

dodatkowo przyjmujemy, ze S(0, 0) =1

Wyznaczanie liczb Stirlinga drugiego rodzaju:
S(n,n)=1 dla n=0
S(n,0)=0 dla n>0
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Twierdzenie

S(n, k) = S(n—1, k=1) + k S(n—1, k)
Dowéd

Rozwazmy zbidr wszystkich podziatéw zbioru X= {1, 2, ..., n } na k blokéw. Dla dowolnego
podziatu 10 M(X) zachodzi jeden z dwoch przypadkéw: Ttzawiera blok jednoelementowy {n}
albo n jest elementem bloku co najmniej dwuelementowego

Liczba podziatow w [1,(X), dla ktérych zachodzi przypadek pierwszy, jest rowna liczbie podzialow
zbioru n—1 elementowego na k—1 blokow, czyli wynosi S(n—1, k—1).

Liczba podzialdéw, dla ktorych zachodzi przypadek drugi, jest rowna k S(n—1, k) , poniewaz podziaty

te otrzymujemy z podzialow zbioru { 1,2, ..., n—1 } na k blokow poprzez dodawanie elementu n
kolejno do kazdego z blokow takiego podziatu.
Oba przypadki sa roztaczne, a zatem

| (X)) | = S(n=1, k=1) + k S(n—1, k)
Ile jest wszystkich podziatéw zbioru n-elementowego?

B,=NX)| dla |X|=n; B, = ZS(n,k) ; B, -liczba Bella
=0

dla 0<k<n

Tablica liczb Stirlinga drugiego rodzaju i liczb Bella:

B, S(n, k)
k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ..
n=0 1 1
1 1 of1
2 2 of1] 1
3 5 o1 3 1
4 15 o1 7 6 1
5 52 of 1| 15| 25 10 1
6 203 o 1|31 90 65 15 1
71 877 Of 1] 63301 350 140 21 1
8| 4140 Of 11127f 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28 | 1
9| 21147 0] 11255(3025] 7770 | 6951 | 2646 | 462 | 36| 1
10 [ 115975 O 11511(9330]34105(4252512282715880(750145] 1
Tozsamosci dla liczb Stirlinga i Bella: S(n,k) = ni El,_lﬁﬁ(i,k—l) dla k=22; B, = iﬁﬁg
Sl

i=0
Zwigzek pomiedzy liczbami Stirlinga drugiego rodzaju i funkcjamiz X na ¥
Ile jest funkcji ze zbioru n-elementowego X na zbidr k-clementowy Y?

Przyjmijmy oznaczenie:

Sk - liczba funkcjizXna Y dla |X|=n,|Y|=k

e kazdej funkcji f: X O Y mozna przyporzadkowaé podzial zbioru X na & blokow, definiujac go
jako

NOH={T W :y0OY}
¢ kazdemu podziatowi Tt IM(X) odpowiada doktadnie k! funkcjiz X' na Y, dla ktorych N(f) =
Tt. Kazda z tych funkcji przyporzadkowuje wzajemnie jednoznacznie blokom podziatu 1t

elementy zbioru Y

sux=k1 S, k)
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Przyktad
n=4, k=3, M) On=N(f) ={ {1}, {2,3}, {4} }
O (D
e
f: e @
(@ ©,

GENEROWANIE PODZIALOW ZBIORU (n-elementowego)

Jesli mamy podziat o= { By, ..., By } dlazbioru {1, ..., n-1},
to mozemy utworzy¢ k+1 podziatdéw zbioru X= {1, ..,n }:

Bl 0 {n}’BZ’ ooy Bk

Bl, Bz 0 {n},..., Bk

Bl B BZ’ ooy Bk 0 {n}

Bl, BZ’ ooy Bka {n}

Przyktad generowania podziatow zbioru {1, 2, ..., n }
n=1

n=2

n=3 [ {1,2,3}][{1, 2}, (3} [{1, 3}, 23] [{1}, 2,3} [{1}, {2}, B3}

PODZIALY LICZBY

nkO{1,2,..}
Na ile sposobow mozna zapisac liczbg¢ n w postaci sumy k sktadnikow: n=a, + ... + a;,
gdzie ay2ay2..2a,>07?
Kazdy taki ciag sktadnikow a, ..., a; nazywamy podzialem liczby n na k sktadnikow

P(n, k) - liczba podzialdéw liczby n na k skladnikow

P(n) - liczba wszystkich podziatow liczby n

Przyktad zbioru podziatow liczby 6

n==6 6 P6,1)=1
51 P(6,2)=3
4 2 P(6,3)=3
4 11 P(6,4)=2
33 P(6,5=1
321 P(6,6)=1
3111
222 P6)=11
2211
21111
111111

Diagram Ferrersa
Dla podzialu n=a; + ... + a; tworzymy diagram o k wierszach, ktory zawiera a; punktow w i-tym
wierszu
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Przykitad diagramu dla podziatu liczby 10

10=5+3+2

Podzial sprzeiony wynika z transpozycji diagramu Ferrersa

Przyktad podziatu sprzezonego

10=3+3+2+1+1

Twierdzenie

10=5+3+2
o0 000
o090
L 3 ]

10=3+3+2+1+1
o 00

o090
o0
°
L]

Liczba podzialdéw liczby n na k skladnikow jest rowna liczbie podziatdéw liczby n, w ktorych
najwigkszy sktadnik rowny jest k.

Zalezno$¢ rekurencyjna dla liczby podzialow liczby n na k skladnikéw:
Przyjmujemy, ze  P(0,0)=P(0)=1,
adla n=2k>0 zachodzi P(n, k)= Pn-1, k-1)+ P(n—k, k)

Tablica liczby podzialow liczby na sktadniki:

P(n) P(n, k)
k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n=0| 1 1
[ 1 0] 1
21 2 0] 1 1
31 3 0] 1 1 1
41 5 o] 11211 1
5( 7 o] 112211 1
6 11 of 1| 313f2]1 1
71 15 of 13143 2]1 1
8| 22 ol 1145|513 |2]1 1
9| 30 oj 114716513 ]12]1 1
10] 42 o 11 5181917513211 1
11| 56 ol 1| 51011 )10 753 2]1 1
12| 77 o116 |12(15]13(11 ] 7|51 3]2]|1 1
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