WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

FUNKCJE TWORZACE

Nieskonczony ciag liczbowy:
ap, A1, Ay ooy Ay ...

formalnie reprezentujemy szeregiem potegowym Z a kxk :
=0

A(x) = Z a kxk - formalne przypisanie ciagowi funkcji analitycznej A(x) (jesli szereg potegowy jest
=
zbiezny)
A(x) — funkcja tworzaca ciagu ay, a;, a, ..., i, ...
Definiujemy operacje na szeregach, aby manipulowaé ciggami:

dla  A(x)= Zakxk i B(x)= kZbkxk definiujemy
k=0 =0
« dodawanie:  A(x)+ B(x)= z (a, +b,)x"
k=0
e mnozenie przez liczbe: p[H(x) = ;p [a, x*
=0

e iloczyn Cauchy’go: A(x)[B(x) = Z c,x" , gdzie ¢, = agb + ay by + ... + agbg =
k=0

k
z ab;
=

ciag c¢o, €1, Cay ...y Ck, ... NAZywamy splotem ciagéw @, i by

o jezeli q;=0 dla k>n, to funkcja tworzaca ciagu jest wielomianem A(x)=ay+ax + ... + a,x"
e jesli szereg Z a kxk jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera, to jego suma A(x) jest funkcja
k=0

_ A(k)(o)

analityczna w tym otoczeniu oraz zachodzi a, dla £=0,1,2,...; gdzie A(k)(O)

jest wartoscia k-tej pochodnej funkcji 4(x) dlax =0

©o
szereg z a,x” jest rozwinigciem funkcji A(x) w szereg Maclaurina
k=0
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00

Utozsamiamy formalng reprezentacje ciagu w postaci szeregu Z a kxk z funkcja analityczna A(x)

d 1 = 1
okreslang przez ten szereg, np. , lub z —xt=e

x —_
=0 I-x e K

Z%%“i%i%““”*
z ,2( X _1+x

3. ciag: 1,2,4,8, .., 2" ...; funkcja tworzaca: 2kxk = 2x) = ——
ag j z z( ) =T

Przyklady Sfunkcji tworzqcych dla roznych ciggow
ciag wspotczynnikow dwumiennych dla ustalonego n:

SEEESE %EO 5 ke ors

2. ciag: 1,-1,1,-1, .., (- ,...; funkcja tworzaca:

00 _ 00 1
4. ciag: 0,1,2,3,..; funkcja tworzqca:;kxk Zkakxk ! :x—;xk in =7 -
= = dx dx1-x (1-x)

Funkcje tworzace dla liczby podzbioréw k-elementowych
Zbibr X= {a, as, vy Qy }

(I+x)0 1+x)0..0( +x) :(1+x)" :igﬁk
=0

l l !
C+xH0 C+xH OO0 +xh
podzbidr zbioru X jest wyznaczony przez podanie czy dany element @, (k=1,...,n) jest w nim
zawarty, czy nie:
=1 — odpowiada pominigciu danego elementu (zero wystapien)
x'=x — odpowiada wystapieniu danego elementu (jeden raz)
Podzbiér jest k-elementowy — w k czynnikach wybrano sktadnik x'

Przyklad dla zbioru z powtorzeniami
7= <3|:h1, lEhz, 2|:h3>
l l !

Q+x+xX+X) QL +x) Q1 +x+x) = A®x) = chxk

k=0
¢, — liczba podzbioréw k-elementowych zbioru Z ; Ax)=1+3x+5x"+6x° +5x* +3x° +x°
O 1 podzbior pusty, 3 podzbiory jednoelementowe, 5 podzbioréw dwuelementowych, 6 podzbiorow
trzyelementowych itd.

Przy konstrukeji funkcji tworzacej dla liczby podzbioréw k-elementowych zbioru z
powtorzeniami mozna naktada¢ dodatkowe warunki na liczbg wystapien elementu a;

Przyktady dodatkowych warunkow dla zbioru z powtorzeniami
1. element a; musi wystapi¢ przynajmniej raz:

. . . . X
czynnik odpowiadajacy elementowi ¢; — (x + x> +x° + ...) = 1—
-X
2. element g; nie wystepuje lub wystepuje parzysta liczbg razy:
. L . 1
czynnik odpowiadajacy elementowi a; — (1 +x* +x*+ ..) = —
-X

MATEMATYKA DYSKRETNA (4) J.Sikorski Strona 2 / 4



WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

3. element a; wystepuje nieparzysta liczbe razy:

X
czynnik odpowiadajacy elementowi ¢; — (x +x* +x° + ...) = —
-X
4. element a; wystepuje dowolna liczbe razy (brak warunkow):
1 1 1

A@X)=(1+x+x+. ) O. 0l +x+x*+.)= 0. G =
I-x I-x (A-x)"

Funkcja tworzaca dla ciagu liczb Fibonacciego

Roéwnanie rekurencyjne dla liczb Fibonacciego:  F.1=F, + F,
z warunkami poczatkowymi: Fo=F =1
daje ciag liczb 1,1,2,3,5,8,13, 21, ...

Jak pozby¢ sie definicji rekurencyjnej?
Funkcja tworzaca F(x) dla ciagu liczb Fibonacciego Fy, F), I, ... spelnia nast¢pujace rownanie
wynikajace z definicji rekurencyjne;j:

F(x)= I;Fkxk= 1+ 1B+;(F}c—l +E{_2)xk =1 +X+XD1{22E“1xk_l +x2DkZsz—2xk_2 _

=1+x+x[F(x) - 1)+ xX*FHx),

czyli F(x)=1+x+x[F(x) - 1)+ X*Fx) =1 + (x + x)F(x) i stad F(x)= " ! 5
-Xx-Xx
+ —_
W postaci iloczynowej 1 —x -x = (1 —ald)(1-bl), gdzie a = ! 2\/5 ib :#
1 1 a b o ak+l _bk+1 .

Zatem F(x)=

- - -y x
(I-ax)(1-bx) a-bO-ax 1-bx0 & a-b

+1 _ +1 |:|
Ostatecznie: F,= L * \/g - \/g (ldla k=0,1,2, ...
NG 2 2 0

Analogiczne podejscie z zastosowaniem funkcji tworzacej mozna stosowaé dla innych rownan
rekurencyjnych definiujacych ciagi szczegolnych liczb, w ktorych wystepuja state wspdtczynniki:
a,=A\d,-+ Ald, -+ ...+ Ald,, dla n=k, gdzie k 1 A, As, ..., A sa ustalone,
oraz dane sa warunki poczatkowe przez okreslenie wartosci aq, a1, da, ..., Q.

ZASADA
WLACZANIA-WYLACZANIA

|AOB|=|A|+|B|-|4An B

/S
ADBDCA+B+C—AmB—AmC—BnC+AmBnC

Dany jest zbidr X i rodzina podzbioréw zbioru X: Ay, A», ..., 4,
Jak nalezy wyznaczaé |4, 04,0..04,] ?
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+ | Ay [+ ] Ay |+ +] 4, ]
- Z|A,.mAj|
I<i<jsn
+ |4, NnA nA|
1si<jz<ksnl ’

Twierdzenie (zasada wlaczania-wylaczania)
U4|= 2|A = SlAndl+ SlAndn4 |-+ 4004,
i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n
Dowéd (indukcja wzgledem n)
Dla n=1 twierdzenie jest prawdziwe. Zalozmy, zZe jest prawdziwe dla pewnego 7 , tzn.

nA A |- AN A |+..+D)""4,n0...0n 4,
g‘z||z|n| DA 0 0 4y

1<i<js<n

Dla zbioru UA; N A,,, zachodzi

i=l1
UA N4,

n+l ‘

2|A e z|Al-nA,-mA,,+1|+...+<—1>"-I|Am...nAnnAm

1<i<j<n
UAi = UAi O4,.= An+1|_‘LnJAz‘ N4,
i=l i=l i=l

+(=D)'4in...0 A, 0 A | [ ]

n+l

Z|A = Dl4nd]l+.

I<i<jsn+l

Stad

Przyktady zastosowania zasady wlqczania-wytqczania

Zbadano 50 samochodéw wykonujac testy na poziom zawarto$ci trzech grup zanieczyszczen: NO,,
HC, CO;

1 samochod nie spetnia zadnej z trzech norm, 3 samochody przekroczytly poziom NO, i HC, 2
samochody przekroczyly poziom NO, i CO, 1 samochdd przekroczyt poziom HC i CO, 6 samochodow
ma zbyt wysoki poziom NO,, 4 samochody maja zbyt wysoki poziom HC a 3 samochody maja zbyt
wysoki poziom CO.

Ile samochodow spetnia wszystkie testowane normy?

Ay — zbidr samochodow o przekroczonym poziomie NO,

A, — zbidr samochodow o przekroczonym poziomie HC

A3 — zbidr samochodow o przekroczonym poziomie CO

il =6, |4o|=4, |45=3

|A1 nA2|:3, |A1 nA3|:2, |A20A2|:1, |A1 nAznA3|:1

zbior samochodow, ktore nie spelniaja co najmniej jednej znorm = A4, U 4, U 4;

4,04, 0A43=6+4+3-3-2-1+1=8

| zbiodr tych, ktore spetniajg | = 50 — 8 =42
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