WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

ELEMENTY TEORII GRAFOW
Literatura:
* N.Deo ,, Teoria grafow i jej zastosowania...” PWN (1980)
¢ Ross, Wright ,, Matematyka dyskretna” PWN (1996)
e R.Wilson ,, Wprowadzenie do teorii grafow” PWN (1999)
e J.Kulikowski ,, Zarys teorii grafow” PWN (1986)

GRAFY - podstawowe definicje

Graf: G=(V,E)
V={1,2,...,n} - zbior wierzchotkow grafu
EO{{,j}:i%j1i,j0OV} -zbior krawedzi grafu

Terminologia: graf = graf symetryczny, graf nieskierowany, graf niezorientowany
Rysunek grafu:

» wierzchotek i przedstawiamy symbolicznie (7)

e krawedz {i,j } przedstawiamy jako odcinek taczacy dwa wierzchotki

Przykitad grafu i jego rysunku

G=(V,E):
@ OO

V=1{1,.,71, 9‘9 ® \@

£=1{{1,2}, {1,3}, {1, 4}, {2,3}, {3, 4}, {6, 7}}

Graf skierowany: G=(V,4)

V={12,.,n} - zbior wierzchotkow grafu
AOVxV - zbior tukow grafu
Terminologia: graf skierowany = digraf, graf zorientowany

Rysunek grafu skierowanego:
» wierzchotek i przedstawiamy symbolicznie (7)
¢tk (i,j) przedstawiamy jako odcinek skiecrowany od jednego wierzchotka do

drugiego
Przyktad grafu skierowanego i jego rysunku

G=(V,A):

D ©,
bod o2
v=1{1,.,7}, OB OO

A4=1{1,2),(1,4),(2,3),3,2),.3,4),5,7), (7, 5), (6, 6);}

Dla grafu skierowanego G = ( V, 4 ) definiujemy pochodny graf nieskierowany G'=( V, E):
{i,jyUE < (i,j)04005,0)04, i#j
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Przyktad grafu pochodnego
@ OO

O>—0O& O6—~O0
V={1,..,7}, E={{1,2},{1,4}, {2,3}, {3,4}, {5, 7}}

Zwiazek grafow z relacjami
e Dla grafu skierowanego G=(V, 4 ): A —relacja na zbiorze V
* Dla grafu (nieskierowanego) G=(V, E ):
E moze wynika¢ z relacji R na zbiorze V, ktora jest ona symetryczna i nie jest zwrotna:
(,j)0RO(,i)0ORO {i,j}OE

STOPNIE WIERZCHOLKOW

Graf (nieskierowany)

dlaG=(V,E)ijegokrawedzi e= {i,;j} UE moéwimy, ze wierzcholki i, sa incydentne z
krawedzia e (krawedz e taczy dwa wierzcholki i, ;).

Wierzcholki incydentne z dang krawedzia nazywamy wierzchotkami sgsiednimi.

V(i) — zbidr wierzcholkoéw sasiednich z wierzchotkiem i : Vi) ={jav: {ij}0E}
d@)=| V@) | — stopien wierzcholka i (inne stosowane oznaczenie deg(i) )
Wierzchotek stopnia 0 nazywamy wierzchotkiem izolowanym.

Dla podzbioru M [0 V' definiujemy: V@ ={jOM: {i,j}0F}
dy (@) =|Vu(@)| — stopien wierzchotka i wzgledem podzbioru M

Przyktad wyznaczania stopni wierzchotkow w grafie

&

M1)=1{2,3,4,5} 0 d(1)=4; M4)=1{1,2,3} 0 d4)=3;
V(6)=0 0O d(6)=0 (wierzchotek izolowany)

dla M= {3, 4}: dy(1)=2, dy(d)=1, dy(5)=0
Graf skierowany

dlaG=(V,4) ijegotuku a=(i,j) A moéwimy, ze wierzcholki i,;j saincydentne z tukiem a
(tuk a prowadzi z wierzchotka i do j).
Wierzchotki incydentne z danym tukiem nazywamy odpowiednio jego poczqtkiem (i) i koncem (j)

V(i) — zbior koncow tukéw wychodzacych z wierzchotkai: V' (i)= {0V : (i,j)U A }

V(i) — zbior poczatkow tukow wchodzacych do wierzchotka i : V(i) = {jUV: (j, )HU A4 }

d ()=|V"3G)| — stopien wyjsciowy wierzcholka i

d)=|V()]| — stopien wejsciowy wierzchotka i

d(i)=d (i) +d (i) - stopien wierzcholka i

Dla podzbioru M OV definiujemy: V() ={jOM: (G, )04} V,,(@)={j0M: {,i}04}

dy (i) =|V,;(i)| - stopier wyjsciowy wierzchotka i wzgledem M
d, (i) =V, (i)| - stopierr wejsciowy wierzchotka i wzgledem M
d(i)=d,, (i) + d,, (i) — stopien wierzchotka i wzgledem M
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Przyktad wyznaczania stopni wierzchotkow w grafie skierowanym

@ 8

V'(3)=1{2,4,5 0 d"(3)=3; V' (3)=1{2,5' 0 d°(3)=2; d(3)=5
Vie)={6}0 d"(3)=1; V(6)=1{6} 0 d(6)=1; d(6)=2

dla M={2,4}:  d},(3) =2, d>(3) =1, d(3)=3

Twierdzenie (lemat o usciskach dloni)

Dla dowolnego grafu (nieskierowanego) G =( V, E) zachodzi zd (i) = 2|E |
Fing

Twierdzenie

Dla dowolnego grafu skierowanego G =( V, A) zachodzi ;d ()= ;d HOE |A|
i i

MACIERZ INCYDENCJI

Graf (nieskierowany) G=(V,E)
zbior wierzchotkow V= { 1,2, .., n }, zbior krawedzi E = {ey, ey,..., e, } U { {i,j}:1,j 0V}

Macierz incydencji grafu: Ig=[a;:i=1,.,n,j=1,..,m]
O jesli ile,
a, = .
/ %) w przeciwnym przypadku
Przyktad wyznaczania macierzy incydencji

V=1{1,2,3,4,5}
E= {ela €, €3, €4, €5, e6} = {{L 2}a {1a 3}a {2a 3}a {2a4}’ {3’4}’ {4’ 5}}

€6 @
€ (5} €3 €4 €s €6

1 1 1 0 0 0 0 d(1)=2

2 1 0 1 1 0 0 d2)=3

L= 3 0 1 1 0 1 0 d(3)=3
4 0 0 0 1 1 1 d4)=3

5 0 0 0 0 0 1 d3)=1

>d=12

Graf skierowany (bez petli) G=(V,4)
zbioér wierzchotkow V= { 1,2, ...,n }, zbior krawedzi 4= {a, as,...,a,, } AV XV

Macierz incydencji grafu skierowanego bez petli: I, =[a;:i=1l,..,n, j=1,..,m]
5}—1 jesli a; =(k,i)
a, =0 1 jesli a,=(,k)
H 0 w przeciwnym przypadku
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Przyktad wyznaczania macierzy incydencji

V= { 19 2’9 3 }a E= {Cll, a, as, 614} = {(la 3)a (33 1)9 (25 1)> (33 2)}

as
1
a;

O =0

a

a a as ay
1 1 -1 -1 0 d)=1, d(1)=2, d(1)=3
I, = 2 0 0 1 -1 d2)y=1, d@2)-=1, d2)=2
3 -1 1 0 1 d(3)=2, d (3)=1, d3)=3
Sd =4, >d =4, >d=38
Twierdzenie (raz jeszcze)
Dla grafu (nieskierowanego) zachodzi: z d(i)= 2|E |
g
Dla grafu skierowanego zachodzi: Z d (i)= Z d*(i)= |A|
i i
Dowod
Wystarczy policzy¢ sumy niezerowych elementow o jednakowych znakach w odpowiednich
macierzach incydencji ]

Whiosek

W dowolnym grafie skierowanym lub nieskierowanym liczba wierzchotkow stopnia nieparzystego

jest parzysta

MACIERZ SASIEDZTWA WIERZCHOLKOW

Graf (nieskierowany) G=(V,E), V={1,2,..,n}
Macierz sqsiedztwa wierzcholkow grafu: Be=[by;:i=1,...,n,j=1,..,n]
b =b O jesli {i,j}0E
v w przeciwnym przypadku
Przyktad wyznaczania macierzy sqsiedztwa wierzchotkow
V={1,23,45}
2 ® ®
1 2 3 4 5
1 0 1 1 0 0 d(1)=2
2 1 0 1 1 0 d2)=3
Bp= 3 1 1 0 1 0 d3)=3
4 0 1 1 0 1 d4)=3
5 0 0 0 1 0 di5)=1
d(1y=2 d2)=3 d3)=3 d4)=3 dis)=1
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Graf skierowany G=(V,4), V={1,2,...,n}
Macierz sqsiedztwa wierzchotkow grafu: By=[by:i=1,..,n, j=1,..,n]
o jesli (i, /) A

v w przeciwnym przypadku

Przyktad wyznaczania macierzy sqsiedztwa wierzchotkow

V=1{1,2,3}
1 2 3
1 0 1 1 d(1)=2
B, = 2 0 1 0 dQ)=1
3 1 1 0 d(3)=2
d()=1 d(2)=3 d(3)=1
TYPY GRAFOW
Definicja

Dwa grafy (nieskierowane) G=(V,E) i G'=( V', E") saizomorficzne, jesli istnieje wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie f :V [ @ 7', takie ze dla dowolnej pary wierzchotkow i, O V

zachodzi
{7y 0E < {f0), f()} UE
Dla graféw skierowanych G=(V,4) 1 G'=(V',A") warunek ma postac¢
(,))04 = (f(@), f()) DA’
[zomorfizm grafow zapisujemy: G OG'

Przyktad grafow izomorficznych

(0
& @ @
bt
O ©
Odwzorowanie wykazujace izomorficznos¢:
i 2 3 4 6 7 8
1@ a b c d e f g h

Definicja
Graf nazywamy regularnym, jesli wszystkie wierzchotki maja ten sam stopien.

Uwaga
Dwa grafy regularne o tej samej liczbie wierzchotkow i tym samym stopniu wierzchotkéw nie musza

by¢ izomorficzne.
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Przyktad ilustrujqcy uwage

Definicja

Graf nazywamy pefnym, jesli dla kazdej pary wierzchotkdw istnieje krawedz taczaca te wierzcholki.

Symboliczne oznaczenie grafu pelnego o n wierzchotkach - K,

RIS

Definicja
Graf nazywamy dwudzielnym, jesli zbior jego wierzchotkow mozna podzieli¢ na dwa roztaczne
podzbiory, tak ze zadne dwa wierzchotki nalezace do tego samego podzbioru nie sa sasiednie.

G=("nGOn,E) M=r, [Vi=s, Vinbh=0

Definicja
Graf G=(V, 0 V,, E) nazywamy pelnym grafem dwudzielnym, jesli jest dwudzielny i1 zawiera
wszystkie krawedzie taczace wierzchotki ze zbioru V; z wierzchotkami ze zbioru V.

Oznaczenie petnego grafu dwudzielnego — K,

Przyktady petnych grafow dwudzielnych

SR :

K2,3 I<1,5

Definicja
Podgrafem grafu G=(V,E)
nazywamy dowolny graf G'=( V", E"), dla ktorego V'U V oraz E'UE.

Graf jest planarny (plaski), jesli mozna go narysowac na plaszczyznie bez przeciec¢ krawedzi.

Twierdzenie (Kuratowski, 1930)
Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu, ktdéry mozna otrzymac z grafow K s
lub K 5 5 przez podziat krawedzi (czyli wprowadzenie dodatkowych wierzchotkow stopnia 2).

N
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Przykitady zastosowania twierdzenia Kuratowskiego do stwierdzenia nieplanarnosci

Graf Petersena

O

O graf Petersena nie jest planarny
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