WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

DROGI i CYKLE w grafach

Dla grafu (nieskierowanego) G=(V,E) droga z wierzchotka vo e V do v,e V
nazywamy ciag (naprzemienny) wierzchotkow i krawedzi grafu: ( vy, ey, vi, €2, ..., Vi1, €5, V),
spelniajacy warunek e;={ v, v;} dlai=1,..,¢

Przyktad drogi w grafie

droga: (1,a,2,¢,3,e,4, 1,5), t=4

wierzchotek vy nazywamy poczqtkiem drogi,
wierzchotek v, nazywamy koricem drogi,
liczbe t nazywamy diugosciq drogi

Droge mozna utozsamiaé dla uproszczenia z ciagiem wierzchotkéw sasiednich (vo, vy, ..., V1)
lub ciagiem krawedzi zaleznych (ey, ..., €;)

Dla grafu skierowanego D = ( V, A ) droga z wierzcholka vy € V' do v, € V' nazywamy ciag
(naprzemienny) wierzchotkow i tukow grafu: (v, ai, vi, as, ..., Vi1, ap, Vi),

spetniajacy warunek a;= (v, v;) dlai=1, .., ¢

Przyktad drogi w grafie skierowanym

droga (5, £,3,e,1,d,3,¢,2,a,4), t=5

Droge w grafie skierowanym mozna utozsamia¢ dla uproszczenia
z ciaggiem odpowiednio skierowanych tukéw zaleznych (ey, ..., €,

droga prosta - droga, w ktorej wszystkie krawedzie (tuki) w ciagu sa rézne
droga elementarna - droga, w ktorej wszystkie wierzcholki w ciagu sa rézne

Przykiady drog w grafie

== droga prosta (1, 3, 4, 5, 3, 6)
----- droga elementarna (1, 2, 4, 3, 5, 6)

Cyklem nazywamy drogg, dla ktorej vy =v, (droga zamknigta)i >0
Cyklem elementarnym nazywamy cykl, w ktorym wierzchotki v, vy, ..., -y sarozne

Twierdzenie (Dirac, 1952)

Jesli G=(V,E) jest grafem, w ktorym minimalny stopien wierzcholka jest rowny o, to
e w grafie G istnieje droga elementarna o dlugosci co najmniej o,

e dla 022 w grafie G istnieje cykl elementarny o dlugosci co najmniej 6+ 1
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Dowoéd

Niech P = (v, vy, ..., v;) bedzie droga elementarng w grafie G o maksymalnej dtugosci (tzn. nie mozna
jej przedhuzy¢ na zadnym koncu). Wéowcezas wszystkie wierzcholki sasiednie z vy musza naleze¢ do P.
Niech k=max {i: {vo, v;} € E }.

Z zatozenia o maksymalnej dtugosci drogi wynika, ze & > d(v) > 6. Zatem droga P ma dtugos¢ co
najmniej o.

Ponadto, jesli 6> 2, to C = (v, vy, ..., Vi, Vo) jest cyklem elementarnym o dhugosci co najmniej 6+ 1. B
Graf (nieskierowany) nazywamy spdjnym, jesli dla kazdej pary wierzchotkéw u i v istnieje w nim
droga z u do v.

Graf skierowany jest spdjny (stabo spojny), jesli jego pochodny graf nieskierowny jest spojny.

Graf skierowany jest silnie spdjny, jesli dla kazdej pary wierzchotkow u 1 v istnieje w nim droga z u
do v.

Sktadowq spojnq grafu nazywamy jego podgraf, ktory jest spdjny i nie jest podgrafem innego grafu
spojnego.

Przyktad skierowanego grafu spojnego, ale nie silnie spojnego

Przykiad grafu o 3 sktadowych spojnych

0‘0
9‘9 ® @
Twierdzenie

Dla grafu o n wierzcholkach i k& sktadowych spdjnych liczba krawedzi m jest ograniczona przez
(n—k)n—-k+1)
2

nierownos¢: (n—k)<m<

Whiosek
. . . L . n(n—1)
W grafie spojnym liczba krawedzi m spetia nierownos¢: (n—1)<m < — 5
Uwaga
-1
=1
2

e dla drzewa : m=n-—1

e dla grafu pelnego K, :

DROGI i CYKLE EULERA w grafach
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Czy istnieje droga spaceru przechodzqca przez wszystkie mosty
w Krolewcu doktadnie jeden raz?

Czy mozna narysowac te figure nie odrywajqc otowka od papieru
i nie rysujqc dwukrotnie zadnego odcinka?

Drogq Eulera w grafie nazywamy taka drogg prosta, ktora zawiera wszystkie krawedzie grafu.
Cyklem Eulera nazywamy zamkni¢ta droge Eulera.

Twierdzenie (Euler, 1736)

Graf spdjny G ma cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy stopien kazdego wierzchotka jest parzysty.
Dowoéd

=) Zatozmy, ze graf ma cykl Eulera. Jesli bedziemy przechodzili wzdhuz krawedzi tego cyklu,
usuwajac je po przejsciu, to w kazdym przechodzonym wierzchotku stopien bedzie malat o 2. Poniewaz ten
cykl zawiera wszystkie krawedzie grafu doktadnie raz, to po przejsciu catego cyklu wszystkie wierzchotki
beda stopnia 0. Zatem na poczatku wszystkie musiaty mie¢ stopien parzysty.

(<) Indukcja wzgledem liczby krawedzi m.

Dla m = 3 twierdzenie oczywiscie zachodzi.

Rozwazmy graf o m > 3, zakltadajac, ze kazdy graf o mniejszej liczbie krawedzi ma cykl Eulera.

Ze spojnosci grafu i parzystosci stopni wierzchotkdw wynika, ze minimalny stopien wierzchotka jest
rowny 2. Zatem graf musi zawiera¢ cykl prosty o dtugosci co najmniej 3. Wybierzmy taki i oznaczmy
go przez C. Jesli cykl C zawiera kazda krawedz grafu, to dowdd jest zakonczony.

Jesli nie, to usuwamy z grafu krawedzie nalezace do C. Powstaje podgraf H, ktéry ma mniej krawedzi
niz G (moze nie by¢ spdjny), ale nadal kazdy wierzchotek ma w nim stopien parzysty. Na mocy
zatozenie indukcyjnego w kazdej sktadowej spdjnej podgrafu H istnieje cykl Eulera. Ponadto ze
spojnosci grafu G wynika, ze kazda sktadowa podgrafu A ma wierzcholek wspdlny z cyklem C.
Zatem cykl Eulera w grafie G mozna skonstruowac przechodzac kolejne krawedzie cyklu C w
ustalonym kierunku od wybranego wierzchotka poczatkowego i wlaczajac do drogi cykle Eulera w
napotkanych sktadowych spojnych podgrafu H. W kazdym wierzchotku, ktory nie jest w H
wierzchotkiem izolowanym, przechodzimy krawedzie cyklu Eulera w tej sktadowej podgrafu H, ktora
zawiera ten wierzchotek. Po obejsciu cyklu Eulera w sktadowej podgrafu H kontynuujemy poruszanie
si¢ wzdhuz cyklu C i wracamy na koncu do wierzchotka poczatkowego. Obchodzimy w ten sposob
doktadnie jeden raz wszystkie krawedzie grafu G. u
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7 11
oG
Weere(remr

10 14

Whiosek
Graf spojny, majacy nie wigcej niz dwa wierzcholki stopnia nieparzystego, ma droge Eulera.

Przyktady

nie istnieje droga Eulera istnieje droga, nie ma cyklu

Mostem nazywamy taka krawedz grafu, ktorej usunigcie zwigksza liczbg sktadowych spdjnych tego

grafu.

Algorytm wyznaczania drogi Eulera (Fleury)

Budujemy ciag krawedzi grafu (drogg).

1. Wybierz dowolny wierzcholek v o nieparzystym stopniu, o ile taki istnieje. W przeciwnym przypadku
wybierz dowolny wierzchotek v ;

2. Dopoki sa w grafie krawgdzie incydentne z v wykonuj:

2.1. Jesli jest doktadnie jedna krawedz incydentna z v - {v, w}, to podstaw v < w , wstaw t¢
krawedz jako kolejny wyraz ciagu i usun ja z grafu;

2.2. Jedli istnieje wigeej niz jedna krawedz incydentna z v, to wybierz dowolna krawedz {v, w},
ktora nie jest mostem, podstaw v <— w, wstaw t¢ krawedz jako kolejny wyraz ciagu i usun ja z
grafu;

3. Jesli ciag zawiera wszystkie krawedzie grafu, to zostata wyznaczona w nim droga Eulera, a jesli nie,
to graf nie byl spdjny.

Przyktad dziatania algorytmu Fleury 'ego

Twierdzenie
Graf skierowany spojny zawiera cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v
zachodzi d'(v)=d (v).

Grafy, w ktorych istnieje cykl Eulera nazywamy grafami eulerowskimi, a takie, w ktorych istnieje droga
Eulera nazywamy poteulerowskimi.
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DROGI i CYKLE HAMILTONA w grafach

Graf (nieskierowany) G=(V,E)
Drogq Hamiltona w grafie G nazywamy taka drogg elementarna, ktora zawiera wszystkie wierzchotki
grafu.

Cyklem Hamiltona w grafie G nazywamy taki cykl elementarny, ktory zawiera wszystkie wierzchotki
grafu (zamknigta droga Hamiltona). Dlugo$¢ cyklu Hamiltona jest rowna | V|
Graf, w ktorym istnieje cykl Hamiltona nazywamy grafem hamiltonowskim.

Przyktady
graf dwunastoscianu jest hamiltonowski graf Petersena nie jest hamiltonowski

Przyktad cyklu Hamiltona w grafie szescianu (zwiqzek z kodem Graya)
Kod Graya rzedu trzeciego (n =3):
(0,0,00 (1,0,0) (1,1,0) (0,1,0) (0,1,1) (1,1,I) (1,0,1) (0,0,1)

(0,1,1) (1,1,1)

—>

(0,1,0)

(0,0,0)

C/ - / >

(nadawanie etykiet procesorom potaczonym w hiperkostke)

Graf pelny K, jest hamiltonowski dla kazdego n >3 i zawiera cykli Hamiltona

(n—1)!
2

Przyktad cykli Hamiltona w grafie K, i K

e, 4Dy e‘o er er
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5-D!_,,

K5: )

Twierdzenie

Dla kazdego grafu dwudzielnego G = (V1UV3, E) zachodzi:

e jesli G ma cykl Hamiltona, to |Vy| = |V,

e jesli G ma drogg Hamiltona, to ||V3| — V5| < 1.

Dla kazdego petnego grafu dwudzielnego, w ktérym |V1\UV,| > 3 zachodzi:
e jesli |V4|=|V2l, to G ma cykl Hamiltona,

e jesli |11 — V2|l £ 1, to G ma droge Hamiltona.

Warunki dostateczne istnienia cykli Hamiltona
Twierdzenie (Ore, 1960)
Graf (nieskierowany) o n wierzchotkach dla n > 3, w ktorym
d(v) + d(w) > n dla kazdej pary wierzchotkow v i w niepotaczonych krawedzia (niezaleznych),
jest hamiltonowski

Przykiad grafu hamiltonowskiego spetniajqcego warunek Ore

Najnizszy stopien maja wierzchotki 4 1 6.
Dla wierzchotkéw niezaleznych z 4: dv)y+d@A)=7=n
Dla wierzchotkéw niezaleznych z 6: dv)+d6)=T=n

Przykiad grafu hamiltonowskiego, w ktorym warunek Ore nie jest spetniony

Dla grafu: zachodzi d(v) + d(w) =4 <5 =n dla kazdej pary wierzchotkow viw
niepolaczonych krawedzia, a cykl Hamiltona oczywiscie w nim istnieje.
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Whioesek (twierdzenie Diraca, 1952)
Jesli graf (nieskierowany) ma n >3 wierzchotkow i d(v) > g dla kazdego wierzchotka, to graf ten

jest hamiltonowski.

Dowoéd
‘v’veV:d(v)zg = Yu,welV : dw)+dw)>n -
Whiosek

- . - ... (n=1D(n-2) o , :
Jesli graf ma n > 3 wierzchotkéw i co najmniej T + 2 krawedzi, to jest hamiltonowski.
Dowéd

-H(n-2

Zatozmy, ze graf G=(V, E) ma |E|= uz(n) + 2 krawedzi. Wybierzmy u, v € V takie, ze

{u, v} ¢ Eiusunmy z grafu wierzchotki u iv oraz wszystkie krawedzie z nimi incydentne.
Zatem usuneglismy d(u) + d(v) krawedzi i 2 wierzchotki.

N —
Otrzymany podgraf G’= (V’, E’) jest podgrafem K, ,, a zatem ma nie wigcej niz W
krawedzi.

Mamy WiQCZ W-Fz_ d(l/l) _d(V) < |E/| < (71—2)2(1’1—3) ‘

Stad

+2=n<d(u) +d(v) ispehione sg zatozenia twierdzenia Ore. B

(n-D(r-2) (n-2)(n-3)
2 2
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