WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

DROGI i CYKLE HAMILTONA w grafach skierowanych

Dla grafu skierowanego D=(V,A4)
drogq 7 wierzchotka vy € V' do v, € V nazywamy ciag (naprzemienny) wierzchotkow i tukéw grafu:
(vo, @1, Vi, @z, oy Vi1, Gy, Vi),

spetniajacy waruneka; = (v, v;) dla i=1,..,¢

e droge nazywamy elementarngq jesli wszystkie wierzcholki w ciagu sa rozne,

o cyklem nazywamy drogg, dla ktorej vy =v, (droga zamknigta),

e drogg elementarna, ktora zawiera wszystkie wierzcholki grafu nazywamy drogq Hamiltona,

e droge mozna utozsamiac dla uproszczenia z ciggiem tukow zaleznych (ay, ..., @) lub
wierzchotkow sasiednich (vo, vy, ..., v, ).

Twierdzenie (Nash, Williams, 1969)
Jesli D jest grafem skierowanym bez petli, w ktorym d " (v) > % id(w?2 g dla kazdego

wierzcholka v, to w D istnieje cykl Hamiltona.

Twierdzenie (Meyniel, 1973)

Jesli D jest silnie sp6jnym grafem skierowanym bez petli o n > 2 wierzchotkach i dla dowolnej pary

wierzcholkow, niepotaczonych krawedzia (niezaleznych) zachodzi warunek d(v)+d(w)>2n—-1,

to w D istnieje cykl Hamiltona.

Graf skierowany bez petli nazywamy turniejem, jesli dla kazdej pary wierzchotkow u i v zawiera on

doktadnie jeden tuk: albo (u, v), albo (v, u).

e turniej moze reprezentowa¢ wyniki spotkan par uczestniczacych w rozgrywkach typu ,.kazdy z
kazdym” (bez remisow)

Przykiad turnieju

Uwaga: ten turniej nie jest silnie spojny (nie ma np. drogiz b do d)

Twierdzenie (Rédei, 1934)
Kazdy turniej zawiera droge Hamiltona.

Twierdzenie (Thomassen, 1982) — uzupeienie tw. Rédei
W turnieju droga Hamiltona zaczyna si¢ w wierzchotku, ktory ma najwyzszy stopien wyjéciowy, i konczy
si¢ w wierzchotku, ktéry ma najwyzszy stopien wejsciowy.

Przykiad drogi Hamiltona w turnieju

drogi Hamiltona: (d, a, b, ¢), (d,b,c,a) 1 (d,c,a, b)

Twierdzenie (Camion, 1959)
Kazdy silnie spdjny turniej zawiera cykl Hamiltona.
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Przykiad cyklu Hamiltona w turnieju

cykl Hamiltona: (a, b, d, ¢, a)

SPOJNOSC grafu

Graf (nieskierowany) G =(V, E) jest spajny, jesli dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje droga
laczaca te wierzchotki;

graf spojny ma jedna sktadowa spdjna (tozsama z tym grafem), a graf niespdjny ma co najmniej dwie
sktadowe spojne.

Twierdzenie
Jesli graf G ma n wierzcholkéw i £ sktadowych spojnych, to liczba jego krawedzi m spetnia

(n—k)(n—k+1)
2

Przyktad grafu niespojnego o maksymalnej liczbie krawedzi

®

nieréwnoéci: n—k <m <

© @

dla n=8 i k=5 maksymalna liczba krawedzi wynosi m =

3-4

22 6
2

Whiosek

(n=1)(n-2)
2

Kazdy graf o n wierzchotkach i ponad krawedziach jest spojny.

Zbiorem rozspajajqcym graf spdjny G nazywamy taki podzbior jego krawedzi, ktorego usunigcie
pozbawia ten graf spojnosci.

Minimalnym zbiorem rozspajajqcym (rozcieciem) grafu G nazywamy taki zbior rozspajajacy, dla
ktorego zaden z jego podzbiorow wiasciwych nie jest zbiorem rozspajajacym.

Przyktad zbiorow rozspajajqcych

{ ey, es, eq } - zbiOr rozspajajacy,
{e,eqs}1{ees, eq} - minimalne zbiory rozspajajace

Spaojnosciq krawedziowg A (G) grafu spojnego G nazywamy najmniejsza moc jego zbioru
rozspajajacego.
Graf nazywamy k-spdjnym krawedziowo, jesli A (G) >k
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Przykitad

MG) =2, graf 2-spojny krawedziowo

Zbiorem rozdzielajgcym graf spojny G nazywamy taki podzbior jego wierzchotkow, ktorego
usunigcie pozbawia ten graf spojnosci.

Minimalnym zbiorem rozdzielajgcym grafu G nazywamy taki zbior rozdzielajacy, dla ktérego zaden z
jego podzbiorow wiasciwych nie jest zbiorem rozdzielajacym.

Spojnosciq wierzchotkowq xk(G) grafu spojnego G nazywamy najmniejsza moc jego zbioru
rozdzielajacego.

Graf nazywamy k-spojnym (wierzchotkowo), jesli x(G) >k

Przyktad zbioru rozdzielajqcego

,3,4} - zbidr rozdzielajacy,
,411{3,4} - minimalne zbiory rozdzielajace
x (G) =2, graf 2-spojny (wierzchotkowo)

(1
(1

Twierdzenie
Dla kazdego spojnego grafu G zachodzi nierdéwnos¢ x (G) < AG).

Dowoéd

Ze zbioru wierzchotkow incydentnych z rozcigciem o najmniejszej mocy usuwamy jeden wierzchotek
z kazdej pary wierzchotkow sasiednich. Powstaje zbior rozdzielajacy graf G o mocy nie wigkszej niz
AG). [ |

Rozwazmy graf spéjny G = (V, E) oraz par¢ wyrdznionych wierzchotkow v,w e V (vw):

e dwie drogi z v do w nazywamy krawedziowo rozlqcznymi, jesli nie maja one wspolnych krawedzi,

e dwie drogi z v do w nazywamy wierzchotkowo rozlgcznymi, jesli nie maja one wspolnych
wierzchotkow (z wyjatkiem v i w).

e zhiorem rozspajajgcym wierzchotki viw nazywamy taki podzbior krawedzi grafu, ze kazda
droga taczaca wierzchotki viw zawiera krawedz z tego podzbioru.

o zbiorem rozdzielajgcym wierzchotki viw nazywamy taki podzbidr wierzchotkdéw nalezacych do
V'\ {v, w}, ze kazda droga taczaca wierzchotki viw zawiera wierzchotek z tego podzbioru.
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Przykiady drog roztqcznych i zbiorow rozspajajqcych i rozdzielajacych

(v,a,d,h,w) 1 (v, b, d, f,w) - drogi roztaczne krawedziowo,

(v,a,d,h,w) 1 (v, c, e, i,w) - drogi rozlaczne wierzchotkowo,

{{a,d}, {b,d}, {e, h}, {e,i}} 1 {{v, a}, {v, b}, {v, c}} - zbiory rozspajajace viw
{d,e}i{a,b,hi} - zbiory rozdzielajace viw

Twierdzenie (Mengera w wersji krawedziowej)
Maksymalna liczba drog krawedziowo roztacznych, taczacych dwa rozne wierzchotki viw w grafie
spojnym G, jest rowna minimalnej liczbie krawgdzi w zbiorze rozspajajacym v i w.

Twierdzenie (Mengera w wersji wierzchotkowej, Menger 1927)
Maksymalna liczba drog wierzchotkowo rozlacznych, taczacych dwa rézne wierzchotki niesasiednie v i
w w grafie spojnym G, jest rowna minimalnej liczbie wierzchotkow w zbiorze rozdzielajacym viw.

Whiosek
Graf jest k-spdjny krawedziowo wtedy i tylko wtedy, gdy kazda para réznych jego wierzchotkéw jest
potaczona przynajmniej k£ drogami krawedziowo roztacznymi.

Whiosek
Graf o co najmniej k+1 wierzchotkach jest k-spojny (wierzchotkowo) wtedy i tylko wtedy, gdy kazda
para roznych jego wierzchotkow jest potaczona przynajmniej k& drogami wierzchotkowo roztacznymi.

PRZEPLYWY W SIECIACH

Sieciq nazywamy parg uporzadkowana S=(D,c),

gdzie: D=(V,A) jest grafem skierowanym,
¢ : A — R jest funkcja, ktora przyporzadkowuje tukowi (u, v) liczbe rzeczywista
nieujemna c(u, v), nazywana przepustowosciq tuku;
w grafie D wyrdznione sa dwa wierzchotki s, t €V (s # f) nazywane: s — Zrodlem ,a ¢
— ujsciem sieci.

Przykiad sieci

Przeplywem z s do t wsieci S nazywamy funkcje f : 4 — R. , spetniajaca nastgpujace warunki:
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1. 0<f(u,v)<c(u,v) dla kazdego (u,v) € 4
2. > fau)— Y f(u,v)=0 dlakazdego v e V'\{s, }

uel* (v) uel = (v)

Przykitad przephywu w sieci

Wartosciq przeplywu f nazywamy liczbg W(f') wyznaczong wg wzoru:

W)= 2 )= D fws)= D fwn— D f(tu)

uel*(s) uelV = (s) uel (1) uelV* (1)
Przyktad wyznaczania wartosci przeplywu w sieci

W) =f(s,x)+f(s,)=f(s,v)=5+3-1=7 lub W) =f(x, ) +f(z,)+f(,)=3+1+3=7

Dla niepustego podzbioru wierzchotkow U c V ( C# ) odpowiadajacym mu przekrojem sieci
nazywamy zbior tukow
Py=An(Ux(V\U))={(u,vyed:uelU,ve V\U}
Przeplywem przez przekréj Py nazywamy liczbe f(U) = Z f(u,v)
(u,v)ePy

Przyktad wyznaczania przepltywu przez przekroj

Podzbiory wierzchotkow: U={s,v,y },V\U={x,z,t}

odpowiadajacy mu przekroj sieci: Py = { (s, x), (7, 2), , ) }

i przeplyw przez ten przekrdj s, v,y DN)=f(s,x)+f(,2)+f(y,)==5+1+3=9
Lemat

Jesli s e U i t € U\C, to dla dowolnego przeptywu z s do ¢zachodzi W(f)=f(U)—-f(V'\U),
gdzie f(U) to przeptyw przez przekroj Py, a f(U\ C) to przeptyw przez przekrdj Py .
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Przyktad

Podzbioér wierzchotkow: U={s,y,z},
odpowiadajacy mu przekroj sieci: Py ={(s,x), 0, (zx),(z1}
i przeptyw przez ten przekroj

Podzbioér wierzchotkow: V\XU={v,x,t},
odpowiadajacy mu przekroj sieci: Prv={Wys),Wy}
1 przeptyw przez ten przekroj flvx,t})=1+1=2;

T=W{)=rUs,y,2}) = f({v,x, 1)) =9-2=7

Przepustowosciq przekroju Py nazywamy liczbe c(U) = Zc(u, V)
(u,v)eP,

Przyktad wyznaczania przepustowosci przekroju

c({s,v,y})=6+2+3=11

Minimalnym przekrojem migdzy s i t nazywamy taki przekrdj Py migdzy zrodlem i ujsciem (s € U i
t € V\U), dla ktorego przepustowos¢ jest najmniejsza ze wszystkich takich przekrojow.
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Twierdzenie (Ford, Fulkerson 1955)
W kazdej sieci maksymalna wartos¢ przeplywu z s do ¢ jest rowna przepustowosci minimalnego
przekroju migdzy s i t.

Przykitad zastosowania twierdzenia

Podzbiér Uy, = {s, v, x} wyznacza minimalny przekrdj Py, migdzy s it o przepustowosci c(Uy) =17.
Zatem ponizszy przeplyw o warto$ci 7 jest w tej sieci przeptywem o maksymalnej warto$ci.

MATEMATYKA DYSKRETNA (7) J.Sikorski Strona 7 /7



