WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

DRZEWA i LASY

Drzewem nazywamy graf spojny nie zawierajacy cykli elementarnych.
Lasem nazywamy graf nie zawierajacy cykli elementarnych.

Przyktady drzew i lasow

takie krawedzie
sa wykluczone

drzewo las

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach.

Woéwczas nastepujace stwierdzenia sa rownowazne:

G jest drzewem.

G nie zawiera cykli elementarnych i ma n—1 krawedzi.

G jest spojny i ma n—1 krawedzi.

G jest spojny i kazda krawedz jest mostem.

Dowolne dwa wierzchotki grafu G sa potaczone doktadnie jedna droga.

Graf G nie zawiera cykli elementarnych a dotaczenie dowolnej nowej krawedzi do G tworzy
doktadnie jeden taki cykl.

Dowod

Dla n =1 réwnowazno$¢ stwierdzen jest oczywista. Zaktadamy, ze n > 2.

(1. = 2.) Indukcja wzgledem liczby wierzchotkow; zatozmy, ze implikacja zachodzi dla dowolnego
drzewa o liczbie wierzchotkow nie wigkszej od n —1. Pokazemy, ze zachodzi dla n. Usunmy z G
jedna krawedz. Poniewaz G nie zawiera cykli elementarnych, to usunigcie krawedzi prowadzi do
rozpadu G na dwa drzewa, ktdre na mocy zatozenia indukcyjnego majq razem (n —2) krawedzi. Zatem
G musi mie¢ (n —1) krawedzi.

(2. = 3.) Gdyby G nie byt spdjny, to taczna liczba krawedzi w jego sktadowych, bedacych drzewami,
bytaby co najmniej o 2 mniejsza od liczby wierzchotkow. Przeczy to zalozeniu, ze G ma n—1
krawedzi.

(3. = 4.) Usunigcie dowolnej krawedzi daje graf o n wierzchotkach i n —2 krawedziach, ktory nie
jest spojny.

(4. = 5.) Poniewaz G jest spojny, to kazda para wierzchotkow jest potaczona co najmniej jedna droga.
Gdyby dla pewnej pary wierzchotkéw byly dwie takie drogi, to powstatby cykl. Przeczy to zatozeniu,
ze kazda krawedz jest mostem.

(5. = 6.) Graf G nie moze zawiera¢ cyklu elementarnego, bo oznaczatoby to, Ze istnieje para
wierzchotkow polaczona dwiema drogami wierzchotkowo roztacznymi. Dotaczenie nowej krawedzi
utworzy cykl elementarny. Moze by¢ tylko jeden taki cykl, bowiem istnienie dwoch takich cykli
oznaczaloby, ze w G istnieje cykl elementarny nie zawierajacy dotaczanej krawedzi.

(6. = 1.) Graf G musi by¢ spojny. Gdyby tak nie bylo, to dodanie krawedzi taczacej sktadowe grafu

SAINAE e e

nie powodowatoby powstania cyklu elementarnego. u
Whiosek

W drzewie o n >2 wierzchotkach co najmniej dwa z nich sg stopnia 1.

Dowéd

D d(i)=2|E|=2(n-1)=2n-2. [

ieV

Dla grafu spojnego G = (V, E) kazde drzewo Gr=(V, T) takie, ze T < E nazywamy drzewem
rozpinajgcym (dendrytem) grafu G.
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Przykiad drzewa rozpinajacego

Twierdzenie (Cayley, 1889)
Graf petly K, (dlan>2) ma n"? roznych drzew rozpinajacych.

Przykiad liczby drzew rozpinajacych w grafie petnym

Ky : , n"t=4=16

Dowdéd (zarys dowodu — konstrukcja kodu Priifera dla drzewa)

Zatézmy, ze wierzchotki grafu sa ponumerowane liczbami naturalnymi 1, ..., n. Latwo sprawdzi¢, ze
dla n=2 tw. zachodzi. Pokazemy, ze dla n >3 istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢
pomiedzy drzewami rozpinajacymi graf petny K, a n" ciagami (a1, aa, ..., an-), gdzie a; jest liczba
naturalng spetniajaca nieréwnos¢ 1 <a; <n.

Zatozmy, ze T jest drzewem rozpinajacym K, . Wybieramy wierzcholek v stopnia 1 o najmniejszym
numerze i przyjmujemy jako a; numer wierzchotka sasiedniego z v w drzewie 7. Usuwamy z T
wierzchotek v wraz z incydentna z nim krawegdzia. Powtarzamy powyzsze postgpowanie kolejno dla
ay, dAz, ..., Ay).

Aby ustali¢ odwrotna odpowiednio$¢ pomiedzy ciagiem (ay, a, ..., a,2) a drzewem rozpinajacym,
wezmy dowolny ciag (ay, az, ..., a,-), ktorego kazdy wyraz spelnia warunek 1 < g; < n, i zbudujmy
odpowiadajace mu drzewo 7. Niech v bedzie najmniejsza liczba ze zbioru N = {1, 2, ..., n}, ktora nie
wystepuje w ciagu (ay, a, ..., d,-2). Dodajemy do T krawedz {a;, v}. Usuwamy a, z ciagu i
podstawiamy N < N\ {v}. Powtarzamy to postepowanie kolejno dla a,, as, ..., a,» . Na koncu
laczymy krawedzia ostatnie dwa wierzcholki, ktore pozostaty w N. u
Przyktad kodowania drzew rozpinajqcych w grafie petnym

Ky n"t=4=16
(1, 1) (1,2) (1, 3) (1,4)
OO @ O

2,3) 2,4)
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4,2) 4,4)

4,1 4,3)

Przyktad uzycia kodu Priifera

kodowanie:

odkodowanie: (3.1,5) = > (5)

Terminologia:
dla Gr=(V, T), ktore jest drzewem rozpinajacym graf G = (V, E)
elementy zbioru T nazywamy galeziami (drzewa) a

elementy zbioru E\T nazywamy cigeciwami (grafu).

Jesli e jest cigciwa, to graf (V, TU{e}) zawiera dokladnie jeden cykl C, .

Zbior Q={C,:e e E\T} nazywamy zbiorem cykli fundamentalnych gratu G
(wzgledem drzewa rozpinajacego Gr)

Twierdzenie

Niech G = (V, E) bedzie grafem spojnym, a Gr=(V, T) jego drzewem rozpinajacym. Jezeli kazdy

cykl bedziemy traktowali jak zbior krawedzi, to dowolny cykl prosty C w grafie G mozna

jednoznacznie przedstawi¢ jako rdznicg symetryczna cykli fundamentalnych C, dla e € C\ T':
c=(,®C, ®..0C,

Przyktad przedstawiania cykiu
Galezie, cieciwy i cykle fundamentalne:

Q=4 C{2,3}, C{2,4}, C{4,5}}
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Co, 4 12,3}, {3, 4}, {2,4}}
’
(4
® =
Fenid
12,3}, (3,4}, {2, 4}} Ciu,5y C
'
R

(C{2,3} ® C{2,4}) ® C{4,5} =C= {{25 3}5 {35 5}5 {45 5}’ {23 4}}

SKOJARZENIA, ZBIORY WEWNETRZNIE STABILNE i POKRYCIA

Graf G=(V, E)
Krawedzie e’, e "€ E nazywamy niezaleinymi, jesli nie sa incydentne ze wspolnym wierzchotkiem.
Skojarzeniem w grafie G nazywamy dowolny podzbior krawedzi parami niezaleznych.

Przykiad skojarzenia

Wierzchotki v', v e V nazywamy niezaleZnymi, jesli nie sa wierzchotkami sasiednimi.
Zbiorem wewnetrznie stabilnym wierzchotkow grafu G nazywamy dowolny podzbiér wierzchotkow
parami niezaleznych.

Przyktad zbioru wewnetrznie stabilnego

Pokryciem krawedziowym grafu nazywamy taki podzbior jego krawedzi, ze kazdy wierzchotek grafu
jest incydentny z przynajmniej jedna krawedzia z tego podzbioru.

Przykiad pokrycia krawedziowego

Pokryciem wierzchotkowym grafu nazywamy taki podzbior jego wierzchotkow, ze kazda krawedz
grafu jest incydentna z przynajmniej jednym wierzchotkiem z tego podzbioru.

Przyktad pokrycia wierzchotkowego
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Oznaczenia:

v(G) - maksymalna liczba krawedzi niezaleznych w grafie G

a(G) - maksymalna liczba wierzchotkow niezaleznych w grafie G

p(G) - minimalna liczba krawedzi pokrywajacych wszystkie wierzchotki grafu G
7(G) - minimalna liczba wierzchotkow pokrywajacych wszystkie krawedzie grafu G

Twierdzenie (Gallai, 1959)
Jesli graf G =(V, E) jest grafem bez wierzcholkoéw izolowanych, to
v(G)+p(G)=a(G)+z(G)=[V]
Ponadto zachodza nierownosci:
v(G)<7(0), a(G) < p(G).
(maks.moc skojarz. < min.moc pokr.wierz.) (maks.moc zb.w.stab. < min.moc pokr.kraw.)

Twierdzenie (Konig, 1916)
Jesli graf jest dwudzielny, to v(G) = 7(G).

Rozwazmy graf dwudzielny G = (V1 UV, E)

Skojarzeniem pelnym wzgledem zbioru V; nazywamy takie skojarzenie w grafie G, ze dla kazdego
wierzchotka v € V) istnieje w skojarzeniu krawgdz incydentna z tym wierzchotkiem.

Dla podzbioru S < V; zdefiniujmy N(S) — zbior wierzchotkéw v, € V, , dla ktorych istnieje v, € S
taki, ze {v|,wn}€ E.

Twierdzenie ,,0 malzenstwach” (Hall, 1935)
W grafie dwudzielnym G = (V,UV,, E) istnieje skojarzenie pelne wzgledem zbioru V; wtedy i tylko
wtedy, kiedy dla kazdego S < ¥, zachodzi nierownos¢ | N(S) | =S |.

Przyktad sprawdzania warunku z tw. Halla

N({1,3,5}) = {a, ¢}

(warunek Halla nie zachodzi) (skojarzenie pelne dla V1)

KOLOROWANIE WIERZCHOLKOW GRAFU

Graf G jest k-barwny, jesli kazdemu wierzchotkowi mozna przyporzadkowac jeden z k kolorow w
taki sposob, ze wierzchotki sasiednie majq r6zne kolory.
7 (G) - liczba chromatyczna grafu G, czyli minimalna wartos$¢ k, dla ktorej graf jest k-barwny

Przykiad wyznaczania liczby chromatycznej
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Przykiad kolorowania mapy plaskiej

POMORSKIE

WARMINSKO
ZACHODNIO -MAZURSKIE

POMORSKIE

OLSZTYN
BIALYSTOK
BYDGOSzZCZ
WARSZAWA
ZIELONA
GORA .

KATOWICE .A i
. RZESZOW

KRAKOW

Twierdzenie ,,0 czterech kolorach”

Kazdy graf planarny jest 4-barwny.

(kazda ptaska mape mozna pokolorowac czterema kolorami tak, ze kazde dwa stykajace si¢ obszary
beda mialy rozne kolory)

Problem rozstrzygania czy graf planarny (mapa ptaska) jest 4-barwny:
e pierwsza pisana wzmianka — list do De Morgana (1852)
e dowdd tw. ze wspomaganiem komputera — Appel i Haken (1976)

Twierdzenie (Grotzsch, 1959)
Kazdy graf planarny, ktory nie zawiera podgrafu K3, jest 3-barwny.

Twierdzenie

Graf jest 2-barwny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cykli o nieparzystej dlugosci.
Whiosek

Kazde drzewo o n > 2 wierzchotkach jest 2-barwne.

Lemat
Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cykli o nieparzystej dtugosci.

Whiosek
Kazde graf dwudzielny jest 2-barwny.

Twierdzenie (Brooks, 1941)

Jesli G jest grafem spojnym i nie jest grafem petnym oraz najwigkszy stopien wierzcholtka grafu G jest
rowny k > 3, to graf G jest k-barwny.

Twierdzenie (Vizing, 1964)

Jesli najwigkszy stopien wierzchotka grafu G jest rowny £, to graf G jest (k+1)-barwny.
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