Matematyka Dyskretna (Cwiczenia)

Jarostaw Grytczuk

1 O trudnej sztuce liczenia

1.1

1.

Zasada Mnozenia

Pewien pan ma 5 garnituréw, 7 krawatow i 10 koszul. Ile réznych
zestaw6éw moze skompletowaé?

. W zawodach bierze udziat 20 skoczkéw narciarskich. Ile jest réz-

nych mozliwosci zajecia 3 miejsc na podium?

. Wypisa¢ wszystkie stowa dlugo$ci 4 utworzone z liter {a, b}.

. lle stéw dilugosci nie wiekszej niz 10 mozna utworzy¢ z 3 liter

{a,b,c}?

. Ile 3-kolorowych choragiewek mozna utworzy¢ dysponujac 6 kolo-

rami?

. Wypisa¢ w porzadku leksykograficznym wszystkie permutacje zbio-

ru {1,2,3,4}.

Zasada Bijekcji

. Wypisa¢ wszystkie podzbiory zbioru {1, 2, 3,4} i do kazdego z nich

dobra¢ odpowiedni ciag binarny dlugosci 4.

. Wypisa¢ wszystkie ciagi binarne dlugo$ci 5 i do kazdego z nich

dobra¢ odpowiedni podzbiér zbioru {1, 2, 3,4, 5}.

. Wypisa¢ wszystkie podzbiory 3-elementowe zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Jakie jest prawdopodobiefistwo trafienia 6 w totolotku?



10.

11.

Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania 5 kart jednakowego
koloru w pokerowym rozdaniu talii 24 kart?

Ile jest najkrétszych drég w kracie 5x 87 Narysowaé droge odpowia-
dajaca ciggowi 1001101000100. Narysowa¢ dowolng droge, a na-
stepnie napisa¢ kodujacy ja ciag binarny.

Wypisa¢ wszystkie sposoby pomalowania 3 jednakowych kul 4 réz-
nymi kolorami.

Ile jest sposobéw pomalowania 5 jednakowych kul 8 kolorami?

. Przypu$émy, ze mamy pomalowaé sze$¢ identycznych kul czterema

kolorami. Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢?

Ile rozwiazan w nieujemnych liczbach catkowitych ma réwnanie
1+ To + 23 =137

Narysuj odpowiednig krate.

Na ile sposobéw mozna rozmieéci¢ 13 jednakowych przedmiotéw
w 3 réznych pudetkach?

2 Wspdlczynniki dwumianowe

2.1

1.
2.

s o ’ . 2 n
Wilasnosci wspélczynnikéw (k)
Napisa¢ 20 poczatkowych wierszy tréjkata Pascala.

Z grupy 2n osobowej, w ktorej jest n mezczyzn i n kobiet wybie-
ramy podzbior zlozony z tej samej liczby kobiet i mezczyzn. Poka-
zat, ze mozna to zrobi¢ na (27?) Sposobow.

Udowodni¢ kombinatorycznie, ze

12" 2+22 " 2+ +n2( " 2—n2 an = 2
1 2 n) n—1)

Stosujac rézne metody pokazac, ze

(7;) +2(g) . +n(z) — .

. W kolejce do kina stoi 20 oséb, ktére sa wpuszczane do kina gru-

pami (kolejno$¢ oséb w kolejce nie zmienia sie). Na ile sposobéw
mozna utworzy¢ 6 niepustych grup przy wpuszczaniu oséb do kina?
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. Ile rozwigzan ma réwnanie

Ty + 2o+ 23+ 124 =13
w dodatnich liczbach catkowitych?

W poczekalni do lekarza, w rzedzie ztozonym z 15 krzesel, siedzi 7
pacjentéw, przy czym zadnych dwéch nie znajduje sie obok siebie.
Ile jest réznych sposobéw takiego usadzenia pacjentéw?

Wspéiczynniki wielomianowe

Ile r6znych anagraméw mozna utozy¢ z liter stowa KOMBINATO-
RYKA?

. Ile jest réznych liczb zbudowanych z cyfr 1,2, 2,3,3,3,4,4,4,47

. Ile jest sposobéw pomalowania 10 kulek, z ktérych kazda jest in-

nej wielkoSci, trzema kolorami niebieskim, czerwonym i zielonym
tak, aby bylo 5 kulek niebieskich, 2 czerwone i 3 zielone? Ile jest
wszystkich mozliwych pokolorowan tych 10 kulek?

3 Indukcja

1.

Wykazaé, ze

(n—1)~n~(n+1).

1-242-343-44...+(n—-1)-n= 3

. Niech f, oznacza n-ta liczbe ciagu Fibonacciego, tzn. f; = fo =1

ifn = fo1+ fao, dlan > 3. Pokaza¢, ze dla kazdego n zachodzi
wzOr
f1+f2+-~-+fn:fn+2_1-

. Pokaza¢, ze

44494164 4n2 =2 FDCnF D)
- .

Danych jest n prostych na plaszczyznie, z ktérych zadne dwie nie
sa rownolegle i zadne trzy nie maja wspélnego punktu. Wykazac,
(n+1)

ze proste te dziely plaszczyzne na 14 5= regionéw.

Danych jest m prostych na plaszczyznie. Nich V' oznacza liczbe
punktow przeciecia tych prostych, E liczbe wszystkich odcinkéw
(w tym takze nieograniczonych) wyznaczonych przez te punkty i F’
liczbe regionéw, na ktére podzielona zostata plaszczyzna. Wykazac,
zeV-E+F=1.
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Pokaza¢, ze regiony, na ktére dzieli plaszczyzne n prostych mozna
pomalowa¢ dwoma kolorami tak, aby sasiednie regiony byly w
réznych kolorach.

4 'Trzy podstawowe zasady

4.1

1.

Zasada szufladkowa

Ze zbioru {1,2,...,2n} wybieramy n + 1 réznych liczb. Pokazac,
ze (1) istnieje para liczb, ktérych suma wynosi 2n + 1, (2) istnieje
para liczb wzglednie pierwszych, (3) istnieje para, w ktérej jedna
z liczb dzieli druga.

. Niech T bedzie tréjkatem réwnobocznym o boku 1. Pokazac, ze (1)

wéréd dowolnych 5 punktéw w 7' istnieja 2 lezace w odlegloSci nie
wieksze niz %, (2) nie da sie pokry¢ T trzema kolami o $rednicach
mniejszych niz 1/+/3.

. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej k£ istnieje taka liczba

naturalna N, ze przy dowolnym kolorowaniu bokéw i przekatnych
N-kata foremnego 3 kolorami musi istnie¢ k& wierzchotkéw takich,
ze wszystkie odcinki pomiedzy nimi sa tego samego koloru.

. Dla permutacji 5, 3,7,6,4,10,8,9,1, 2 sporzadzi¢ tabelke taka jak

w Przykladzie 34. Znalez¢ monotoniczny podciag dlugosci 4.

Czy jest prawda, ze w dowolnej nieskoniczonej permutacji liczb
1,2,3, ... bedzie istnial nieskoniczony monotoniczny podciag?

Zasada dwoistosci

. Po szachownicy o wymiarach 7 x 7 chodzi 49 mréwek. W pewnym

momencie na kazdym polu znajduje sie doktadnie jedna mréwka.
Czy jest mozliwe, aby kazda z nich przeszla na sasiednie pole tak,
aby nadal na zadnym polu nie bylo 2 mréwek?

. Czy prostopadioéciennymi kostkami wymiaru 1 X 1 x 2 mozna obu-

dowa¢ szeScian o krawedzi 5, tak aby otrzymaé¢ sze$cian wymiaru
TXTXT?

. Poda¢ przyklad lamanej zamknietej, ktérej nie da sie narysowac

bez odrywania oléwka od papieru.



. Narysuj dowolng krzywa zamknieta z 5 dwukrotnymi punktami

samoprzeciecia. Wyznacz jej kod Gaussa i sprawdz, ze liczba sym-
boli pojawiajacych sie doktadnie jeden raz pomiedzy dwoma wys-
tapieniami tego samego symbolu jest zawsze parzysta (Problem
38).

Zasada wlaczania i wylaczania

. W pewnym klubie jest 20 os6b grajacych w szachy i 15 grajacych

w brydza. Spoéréd nich 8 gra w obie te gry. Ile oséb jest w tym
klubie?

. W pewnym klubie jest 20 os6éb grajacych w szachy, 15 grajacych

w brydza i 13 grajacych w pokera. Spos$réd nich 7 gra w szachy i
brydza, 6 w brydza i pokera, 5 w szachy i pokera, a tylko 3 graja
we wszystkie te gry. Ile oséb jest w tym klubie?

. Permutacje P = ajas...a, nazywamy nieporzadkiem jesli a; # ¢

dla kazdego i = 1,2,...,n. Wypisa¢ wszystkie nieporzadki dla
n=2,3,4.

. Napisano 5 listéw i zaadresowano dla nich 5 kopert. Wykaza¢, ze

prawdopodobienstwo tego, ze zaden list nie znajdzie sie we wlas-

ciwej kopercie wynosi % — % + % — %

. Tle liczb sposréd 1,2, ...,10° jest podzielnych przez co najmniej

jedna z liczb 2, 3,57

5 Grafy

5.1

1.
2.
3.

Sasiedztwo i incydencja
Wyznaczy¢ wszystkie grafy na 2, 3,4 wierzchotkach.
Czy istnieje graf na 6 wierzchotkach o stopniach 2, 3,3, 3, 3,37

Czy istnieje graf na 6 wierzchotkach o stopniach 0,1,2,3,4,57

. Ile jest graféw na 2k wierzchotkach o stopniach 1,1, ..., 17
. Jaka jest najwieksza liczba krawedzi w grafie o 10 wierzchotkach?

. Ile jest réznych graféw na 20 wierzchotkach?

Narysowa¢ graf G = (V, E), gdzie V- ={1,2,...,10} i ab € E wtedy
i tylko wtedy, gdy a | b lub b | a.



10.

11.

12.

13.

14.

. Narysowa¢ graf G = (V, E) gdzie V = {1,2,...,10} i ab € E wtedy

i tylko wtedy, gdy (a,b) = 1.

. Dla graféw z zadania 7 i 8 sprawdzi¢ Lemat o uéciskach dloni.

Skonstruowa¢ graf o 5 wierzchotkach i 6 krawedziach nie zawiera-
jacy trojkata.

Uzasadni¢, ze grafy na rysunku ponizej nie sg izomorficzne.

Niech X = {1,2,3,4,5}. Narysowa¢ graf G = (V, E), gdzie V' =
(3) 1 AB € E wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = ). Pokazat, ze G

jest izomorficzny z grafem Petersena.

Narysowa¢ graf G = (V| E), gdzie V. = B3 i ab € E wtedy i
tylko wtedy, gdy ciagi a i b réznia sie na doktadnie jednej pozy-
cji. Pokaza¢, ze G jest izomorficzny z grafem utworzonym przez
wierzcholki i krawedzie zwyklego sze$cianu.

Odbywa sie przyjecie u panstwa Szaradkéw, w ktérym oprécz Pana
Szaradka i Pani Szaradkowej biora udzial cztery inne pary. Ludzie
wymieniaja usciski dloni miedzy soba, przy czym zadne dwie o-
soby nie robia tego dwa razy i nikt nie wita sie ze swoim part-
nerem/partnerka. Zaréwno Pan jak i Pani domu wymienili z kim§
z go$ci co najmniej po jednym uscisku. Pod koniec przyjecia Pan
Szaradek zapytal kazdego (wylaczajac siebie) o liczbe dokonanych
usciskéw. W odpowiedzi kazda z oséb podala inng liczbe. Ile us-
ciskéw dokonata Pani Szaradkowa?

Sciezki i cykle

. Ile sktadowych ma graf z przyjecia u panstwa Szaradkéw?

Cykl przechodzacy przez wszystkie wierzcholki grafu G nazywamy
cyklem Hamiltona. Czy kazdy z graféw Platonskich posiada cykl
Hamiltona?

. Niech @, = (V, E) bedzie grafem, w ktérym V = B, i ab € E

wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi a i b r6znig sie na dokladnie jednej



pozycji. Graf @), nazywamy n-wymiarowym szeScianem. Pokazaé,
ze dla kazdego n (1) @, jest grafem regularnym o stopniu n, (2)
Q. jest grafem dwudzielnym, (3) |E(Q,)| = n2"7, (4) Q,, zawiera
cykl Hamiltona.

Czy graf Petersena zawiera cykl Hamiltona?

. Uzasadni¢, ze w dowolnym grafie spéjnym dwie najdluzsze $ciezki

majg wspélny wierzcholek.

Nowe grafy ze starych

. Wyznaczy¢ wszystkie podgrafy grafu K4 na zbiorze wierzchotkéw

{1,2,3,4}.

. Wyznaczy¢ wszystkie spdjne podgrafy garfu Q5 (z doktadnoscia do

izomorfizmu).

. Wyznaczy¢ wszystkie spdjne indukowane podgrafy grafu Q3 (z

doktadnoscia do izomorfizmu).

. Ile réznych podgraféw indukowanych (nieizomorficznych) ma graf

K, ,?

. Korzystajac z Przykladu 33 uzasadni¢, ze dla dowolnego grafu H

istnieje taka liczba R, ze jezeli G jest dowolnym grafem rzedu R,
to albo G albo G zawiera H jako podgraf.

Grafy planarne

. Jeden z ponizszych graféw jest planarny. Znalez¢é go i narysowaé

jego prostoliniowa reprezentacje na plaszczyzZnie.

aSalsiis

Znalezé graf G na oémiu wierzchotkach taki, ze zaréwno G jak i G
jest planarny.

. Pokaza¢, ze jedli |V (G)| > 11, to oba grafy G i G nie mogg by¢

jednocze$nie planarne.



. Niech G bedzie grafem planarnym, ktérego wszystkie wierzchotki
leza na wspdlnej (zewnetrznej) Scianie. Pokaza¢, ze x(G) < 3.

. Wykorzystujac wzér Eulera rozwiaza¢ Problem 14.

. Wyznaczy¢ liczbe chromatyczna nastepujacych grafow: K,,, K, pn,
Cok, Cogi1, oraz tych z rysunku ponize;j.

. Pokaza¢, ze jesli G jest grafem regularnym stopnia k i rzedu n, to
X(G) = 74

— n—k

. Niech G = (V, E) bedzie dowlonym grafem takim, ze V C R? i
uwv € E wtedy i tylko wtedy, gdy dlugo$¢ odcinka laczacego u i v
wynosi 1. Pokazaé, ze 4 < x(G) < 7.

. Ktéry z graczy, Jacek czy Placek, ma strategie wygrywajaca w
kolorowaniu ponizszej mapy 5 kolorami?

5.5 Grafy dwudzielne
1. Narysowa¢ graf dwudzielny G = (X UY,FE), w ktérym X =

{2,3,5,7,11}, Y = {99,100, 101,102,103} i zy € E, wtedy, gdy =
dzieli y.



2. Czy graf na rysunku ponizej jest dwudzielny?

3. Niech M bedzie skojarzeniem pokazanym na rysunku ponizej.

pa

(1) Znalez¢ $ciezke naprzemienna dla M zaczynajaca sie w wierz-
chotku 2. (2) Wykorzystujac znaleziona $ciezke skonstruowaé sko-
jarzenie M’ takie, ze |M'| = 4. (3) Sprawdzi¢, ze dla M’ $ciezka
naprzemienna nie istnieje. (4) Pokaza¢, ze ten graf nie spelnia
zalozenia twierdzenia Halla.

4. Niech F bedzie nastepujaca rodzing zbioréw:
{a,b,l,e},{l,e,s,t},{s,t,a,b}, {s,a,l,e},{t,a,l, e}, {s,a,l, t}.
Znalez¢ transwersale dla F.
5. Niech F bedzie nastepujaca rodzing zbioréw:
{a,m},{a,r,e},{m,a,r e}, {m,a,s,t,e,r},{m,e}, {r,a,m}.
Pokaza¢, ze F nie posiada transwersali.

6. Narysowa¢ graf Newmana (Problem 68) dla n = 101 r = 22 i
znalez¢ w nim skojarzenie doskonale.

7. Pokaza¢, ze graf z rysunku ponizej jest dwudzielny i pomalowaé



jego krawedzie 3 kolorami.

. Pomalowa¢ krawedzie grafu ()3 trzema kolorami.

. Rozwazmy graf Heawooda H otrzymany z cyklu C4 na zbiorze
wierzchotkéw V' = Zi4 przez dodanie krawedzi {x,z + 5} dla z =
0,2,4,6,8,10,12. Pokaza¢, ze H jest dwudzielny i skonstruowaé
kolorowanie krawedzi grafu H uzywajac x'(G) koloréw.

Kwadraty lacinskie

. Podane prostokat tacinski 3 x b rozszerzy¢ do kwadratu tacinskiego

5 x 5.
12345

P=154231
21453

. Skonstruowa¢ kolorowanie krawedzi grafu K35 okreslone prosto-
katem tacinskim z poprzedniego zadania.

. Skonstruowa¢ kwadrat tacinski rzedu 10 przypominajacy tabliczke
mnozenia (Problem 73).

. Skonstruowa¢ pare ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n =
3,5,7,11.

. Ze zwyklej talii kart wyja¢ zestaw 16 kart skladajacy sie z figur
Walet, Dama, Krél i As, we wszystkich czterech kolorach. Ulozy¢
te karty w kwadrat 4 x 4 tak, aby kazdy rzad zawieral dokladnie
jedna karte kazdej masci i kazdego koloru.

. Korzystajac z poprzedniego zadania skonstruowa¢ pare ortogonal-
nych kwadratow tacinskich rzedu 4.
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